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Лекция 12. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

 
1. Постановка задачи. 
2. Метод средних прямоугольников. 
3. Метод трапеций. 
4. Метод Симпсона. 

 
1. Постановка задачи. 

Пусть требуется вычислить определенный интеграл.  

( )∫=
b

a

dxxfI . 

Пусть функция ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba;  и известна 
ее первообразная ( )xF . Определенный интеграл от этой функ-
ции в пределах от a  до b  может быть вычислен по формуле 
Ньютона – Лейбница: 

( ) ( ) ( )aFbFdxxfI
b

a

−== ∫ . 

Однако в некоторых случаях невозможно найти первообраз-
ную ( )xF  по ряду причин: либо ( )xF  не выражается через эле-
ментарные функции, либо выражается достаточно сложно. В 
этих случаях определенный интеграл вычисляют приближенно. 

Известно, что определенный интеграл есть некоторое число. 
Любой приближенный метод интегрирования основан на вычис-
лении приближенного значения этого числа. Пусть I  – искомое 
число, *I – его приближенное значение. Тогда ∆=−II *  – аб-
солютная погрешность вычисления интеграла I .  

При вычислении определенных интегралов приближенными 
методами можно сформулировать две задачи: 

1) найти приближенное значение числа I  и оценить погреш-
ность вычислений; 

2) найти приближенное значение числа I  с заданной по-
грешностью ∆ , т.е. подобрать метод вычислений таким обра-
зом, чтобы ∆<−II * .  
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2. Метод средних прямоугольников. 

Пусть требуется вычислить интеграл ( )∫=
b

a

dxxfI , где ( )xf  – 

непрерывная функция. Для простоты рассуждений ограничимся 
случаем, когда ( ) 0≥xf . В основе приближенного вычисления 
определенного интеграла I  лежит его геометрический смысл: I  
выражает площадь криволинейной трапеции. Разобьем отрезок 

[ ]ba;  на n  равных частичных отрезков точками k
n

abaxk
−

+= , 

1,1 −= nk . Длина каждого отрезка 
n
abxxx kkk

−
=−=∆ −1  называется 

шагом разбиения. На каждом частичном отрезке [ ]1; −kk xx  выбе-

рем точку 
2

1 kk
k

xx +
− −ξ  и вычислим ( ) kk yf =ξ . Тогда по опре-

делению определенного интеграла Римана  

( ) ( )∑∫
=→∆

∆=
n

k
kkx

b

a

xfdxxf
10

lim ξ . 

Тогда 

( ) ( )∑∫
=

∆≈
n

k
kk

b

a

xfdxxf
1

ξ . 

Значит, формула средних прямоугольников имеет вид  

( ) ∑∫
=

−
=

−
++

−
+

−
≈

n

k
kn

b

a

y
n

aby
n

aby
n

aby
n

abdxxf
1

21 ... .  

Данная формула означает, что площадь криволинейной тра-
пеции aABb  приближенно равна площади ступенчатой фигуры, 
заштрихованной на рис.1. 

 
Рис.1. 
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Замечание. Если существует непрерывная вторая производ-
ная ( )xf ′′  функции ( )xf  на отрезке [ ]ba; , то вычисление инте-
грала I  по формуле средних прямоугольников производится с 
погрешностью, величина которой оценивается неравенством 

( ) ( )
2

3

2 24n
abMn −

≤∆ , 

где 
[ ]

( )xfM
ba

′′=
;

2 sup . 

 
3. Метод трапеций. 

Этот метод основан на замене графика подынтегральной 
функции ( )xfy =  ломаной линией BMMAM n 121 ... −  (рис.2). Ра-
зобьем отрезок интегрирования [ ]ba;  на n  равных частей точка-

ми k
n

abaxk
−

+= , nk ,1= , и с помощью прямых kxx =  постро-

им n  «прямолинейных» трапеций (эти трапеции заштрихованы 
на рис.2) 

 
Рис.2. 
 
Сумма площадей «прямолинейных» трапеций приближенно 

равна площади криволинейной трапеции aABb , т.е. 

( ) ≈∫
b

a

dxxf  

( ) ( ) ( )1
1

12
21

01
10

2
...

22 −
− −
+

++−
+

+−
+

≈ nn
nn xxyyxxyyxxyy . 

где ( )kk xfy = , nk ,1= , – основания «прямолинейных» трапе-
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ций; 
n

abxx kk
−

=− −1  – их высоты. 

Таким образом, получена приближенная формула 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

+−
≈ −∫ 121

0 ...
2 n

n
b

a

yyyyy
n

abdxxf , 

которая называется формулой трапеций. Правая часть этой 
формулы является интегральной суммой ( )nI * , которая при 

0→
−

=
n

abh  ( )∞→n  стремится к данному интегралу I , т.е. 

точность формулы трапеций тем выше, чем больше n . 
Замечание. При конечном шаге разбиения h , т.е. при конеч-

ном n , вычисления производятся с некоторой погрешностью 
( )n∆ , величина которой оценивается неравенством 

( )
[ ]

( ) ( )
2

3

; 12
sup

n
abxfn

ba

−′′≤∆ . 

Если задана погрешность вычислений ( )n∆ , то, пользуясь 
этим неравенством, можно подобрать такое число n  разбиения 
отрезка [ ]ba;  на частичные отрезки (или, что то же, шаг h ), при 
котором приближенное вычисление определенного интеграла 
будет выполнено с погрешностью, не превышающей заданную. 
Если погрешность вычисления не задана, то при фиксированном 
n  ее можно оценить по данной формуле. 

 
4. Метод параболических трапеций (метод Симпсона). 

Данный метод приближенного вычисления определенного 
интеграла основан на замене графика подынтегральной функции 
дугами парабол, оси которых параллельны оси Oy . 

Разобьем отрезок интегрирования [ ]ba;  точками ax =0 , 1x , 

2x , …, bx n =2  на n2  равных частей. Обозначим через 0y , 1y , 
…, ny2  значения функции ( )xf  в точках деления (рис.3). Пусть 

шаг разбиения h
n
ab
=

−
2

, точки разбиения k
n

abaxk
−

+= , 

12,1 −= nk . В силу свойства аддитивности определенного инте-
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грала  

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫
−

+++=
n

n

x

x

x

x

x

x

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf
2

22

4

2

2

0

... . 

Через каждые три точки 0M , 1M  и 2M , 2M , 3M  и 4M , …, 

22 −nM , 12 −nM  и nM 2  проведены параболы, уравнения которых 
( ) ccxbxaxy kkkk ++= 2 , nk ,1= . В результате получим n  криво-

линейных трапеций, ограниченных сверху параболами. Эти тра-
пеции изображены на рис.3.  

 
Рис.3. 
 
Заменим площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

графиком функции ( )xfy =  на [ ]ba;  суммой площадей фигур, 
лежащих под параболами, т.е. положим 

( ) ( ) ( )∫∫∫ +++++++≈
4

2

2

0

...22
2

211
2

1

x

x

x

x

b

a

dxcxbxadxcxbxadxxf  

( )∫
−

+++
n

n

x

x
nnn dxcxbxa

2

22

2 . 

Вычислим интеграл: 

( ) ( ) ( ) ( ) =−+−+−=++∫ 021
2
0

2
2

13
0

3
2

1
11

2
1 23

2

0

xxcxxbxxadxcxbxa
x

x

 

( ) ( )( )=+++++
−

= 1021
2
002

2
21

02 632
6

cxxbxxxxaxx  
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×
−

=
n
ab

6
 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+++× 121
2
211

02
1

02
1101

2
01 4

2
4

2
4 cxbxacxxbxxacxbxa

 ( )210 4
6

yyy
n
ab

++
−

= . 

Итак, 

( ) ( )21011
2

1 4
6

2

0

yyy
n
abdxcxbxa

x

x

++
−

=++∫ . 

Аналогично 

( ) ( )43222
2

2 4
6

4

2

yyy
n
abdxcxbxa

x

x

++
−

=++∫ , 

…………………………………………..,  

( ) ( )nnn

x

x
nnn yyy

n
abdxcxbxa

n

n

21222
2 4

6

2

22

++
−

=++ −−∫
−

. 

Просуммировав эти интегралы, получим: 

( ) ( ) ( )∑ ∑∫∫
= =

−− ++
−

=++≈
−

n

k

n

k
kkk

x

x
kkk

b

a

yyy
n
abdxcxbxadxxf

k

k1 1
21222

2 4
6

2

22

или 

( ) ≈∫
b

a

dxxf  

( ) ( )( )1231224220 ...4...2
6 −− +++++++++
−

≈ nnn yyyyyyyy
n
ab . 

Эта формула называется формулой парабол или формулой 
Симпсона. 

Замечания. 1. Абсолютная погрешность вычисления опреде-
ленного интеграла по формуле Симпсона не превосходит 

( )
[ ]

( ) ( )
( )4

5

; 2180
sup

n
abxfn IV

ba

−
≤∆ . 

2. Если формула Симпсона применяется для вычисления ин-



 233 

тегралов вида 

( )∫
b

a
n dxxP , 

где ( )xPn  – многочлен степени n , то при 3≤n  имеем 

[ ]
( ) 0sup

;
=xPIV

ba
n . Следовательно, вычисления производятся без 

погрешности. 
При приближенном вычислении определенного интеграла на 

ЭВМ оценка точности вычислений по формуле  как правило, не 
применяется ввиду трудности нахождения 

[ ]
( )xPIV

ba;
sup . В таких 

случаях используется правило Рунге. 
Для метода Симпсона правило Рунге основано на соотноше-

нии 

∆<
−

15
*2 nn II

, 

где nI * , nI 2*  – приближенные значения определенного ин-
теграла, вычисленные при разбиении отрезка интегрирования на 
n  и n2  частей соответственно; ∆  – заданная точность. При ка-
ждом последующем приближении число отрезков разбиения уд-
ваивается. Если данное условие выполнено, то за приближенное 
значение интеграла принимается значение nI 2* , т.е. 

∆±= nII 2* . 
Очевидно, что точность приближенных формул вычисления 

определенных интегралов возрастает с ростом n , т.е. всегда 
можно подобрать такое n , чтобы погрешность ∆  вычислений 
определенного интеграла не превосходила заданной. 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. В чем суть метода средних прямоугольников? 
2. В чем суть метода трапеций? 
3. В чем суть метода Симпсона? 
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