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Тема 3 
КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 
Лекция 1. МЕРА ЖОРДАНА В nR  

 
1. Клетки и клеточные множества в nR . 
2. Множества измеримые по Жордану. Мера Жордана. 
3. Критерий измеримости множества в nR . 
4. Разбиение измеримых множеств. 

 
1. Клетки и клеточные множества в nR . 

Опр е д е л е н и е  1. Клетками в R  называются промежут-
ки, точки и пустое множество Ø. Если клетка I  есть промежу-
ток, то ее мера есть число ( )Im , равное длине промежутка I . 
Если клетка I  есть точка или пустое множество, то ( ) 0=Im . 

Пусть 1I , 2I , ... , nI  — клетки в R .  
Опр е д е л е н и е  2. Множество точек nIII ×××=Π ...21  на-

зывается клеткой в nR . Мерой ( )Πm  клетки Π  называется 
произведение мер клеток kI : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∏
=

=⋅⋅⋅=Π
n

k
kn ImImImImm

1
21 ... . 

Здесь «× »  обозначает декартово произведение множеств. 
Ниже приведены свойства клеток. 
1. Если хотя бы одна из клеток 1I , 2I , ... , nI  – пустое множе-

ство то и клетка nIII ×××=Π ...21  есть пустое множество (пус-
тая клетка) и ( ) 0=Πm . Если хотя бы одна из клеток 1I , 2I , ... , 

nI  есть точка в R , то ( ) 0=Πm . Если все клетки 1I , 2I , ... , nI  
являются точками в R , то и Π  есть точка в nR  и ( ) 0=Πm . Ес-
ли ( ) 0>Πm , то все клетки 1I , 2I , ... , nI  являются промежутка-
ми в R  и ( ) 0>kIm , nk ,...,2,1= . 
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2. Отрезки, точки и пустое множество являются замкнутыми 
множествами в R  (замкнутыми клетками). Замыкание любой 
клетки в R  есть замкнутая клетка. 

3. Интервалы и пустое множество являются открытыми мно-
жествами в R  (открытыми клетками). Внутренность любой 
клетки в R  есть открытая клетка. 

4. Пересечение двух клеток в R  есть клетка. Разность двух 
клеток в R  есть объединение не более чем двух непересекаю-
щихся клеток. 

5. Для любой клетки R⊂I  справедливы равенства 
( ) ( ) ( )ImImIm == o , где oI  – внутренность клетки I , a I  –  за-

мыкание клетки I  в R . 
6. Для любой клетки nIII ×××=Π ...21  справедливы соотно-

шения: 
oooo

n
III ×××=Π ...

21
, nIII ×××=Π ...21 , ( ) ( ) ( )Π=Π=Π mmm o . 

7. Если Π  и Θ  клетки в nR  и Θ⊂Π , то ( ) ( )Θ<Π mm . 
8. Если 1I , 1J , 2I , 2J , ... , nI , nJ  клетки в R , 

nIII ×××=Π ...21  и nJJJ ×××=Θ ...21 , то Θ∩Π  есть клетка в 
nR , причем  

( ){ }nnnn JIxJIxxxx ∩∈∩∈=Θ∩Π ...,,;...;; 11121 . 
9. Если клетка I  есть промежуток в R  с концами a  и b , то 

граница клетки { }baI ;=∂ . Если клетка R⊂I  есть точка или 
пустое множество, то II =∂ . 

10. Пусть совокупность клеток { }tIII ;...;; 21  есть разбиение 
клетки R⊂I . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )tImImImIm ++= 21 . 
11. Пусть совокупность клеток { }tIII ;...;; 21  есть разбиение 

клетки R⊂I , а совокупность клеток { }pJJJ ;...;; 21  есть разбие-
ние клетки R⊂J .  Тогда совокупность клеток { }jiij JI ×=Π , 

ti ,...,2,1= , pj ,...,2,1= , есть разбиение клетки JI ×=Π , причем 
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( ) ( )∑∑
= =

Π=Π
t

i

p

j
ijmm

1 1
. Такое разбиение клетки называется стан-

дартным. 
12. Если совокупность клеток { }pΠΠΠ ,...,, 21  есть разбиение 

клетки 2R⊂Π , то 

( ) ( )∑
=

Π=Π
p

i
imm

1
. 

Аналогично строится стандартное разбиение клетки в nR . 
Пример. Разбиение клетки Π  в пространстве 2R  изображе-

но на рисунке 1. 

 
Рис.1. 
 
Опр е д е л е н и е  3. Множество nA R⊂  называется клеточ-

ным, если это множество можно представить в виде конечного 
объединения попарно непересекающихся клеток { }sΠΠΠ ,...,, 21 . 

Мерой множества A  называется число ( ) ( )∑
=

Π=
s

k
kmAm

1
. 

Клеточные множества обладают следующими свойствами.  
1. Мера клеточного множества не зависит от способа разбие-

ния этого множества на клетки. 
2. Если клеточные множества A  и B  не пересекаются, то 

объединение BA∪  есть клеточное множество и 
( ) ( ) ( )BmAmBAm +=∪ . 
3. Если A  и B  являются клеточными множествами в R , то 
BA×  есть клеточное множество в 2R . 
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4. Декартово произведение n  клеточных множеств в R  явля-
ется клеточным множеством в nR .  

5. Разность двух клеточных множеств в nR  есть клеточное 
множество. 

6. Пересечение двух клеточных множеств есть клеточное 
множество. 

7. Если A  и B  – клеточные множества и BA⊂ , то  
( ) ( ) ( )ABmAmBm \+=  и ( ) ( )AmBm > . 

8. Если 1A , 2A , ... , pA  — клеточные множества, то  

( )∑
==

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ p

k
k

p

k
k AmAm

11
U . 

 
2. Множества измеримые по Жордану. Мера Жордана. 

Опр е д е л е н и е  4. Множество nQ R⊂  называется изме-
римым по Жордану, если для любого 0>ε  найдутся два кле-
точных множества A  и B  такие, что BQA ⊂⊂  и 
( ) ( ) ε<− AmBm . 
Опр е д е л е н и е  5. Мерой измеримого по Жордану множе-

ства Q  называется такое число ( )Qm , что для любых двух кле-
точных множеств A  и B , удовлетворяющих условию 

BQA ⊂⊂ , выполнено неравенство ( ) ( ) ( )BmQmAm ≤≤ . 
Лемма 1. Для любого измеримого по Жордану множества Q  

существует и единственно число ( )Qm , причем 
( ) ( ) ( )BmAmQm

QBQA ⊃⊂
== infsup . 

Без доказательства. 
Опр е д е л е н и е  6. Будем говорить, что множество nE R⊂  

имеет жорданову  меру нуль, если для любого 0>ε  найдется 
клеточное множество B  такое, что BE ⊂  и ( ) ε<Bm . 

Множества жордановой меры нуль обладают следующими 
свойствами. 

1. Множество E  меры нуль измеримо по Жордану и 
( ) 0=Em . 
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2. Объединение двух множеств (конечного числа множеств) 
меры нуль есть множество меры нуль. 

3. Подмножество множества меры нуль есть множество меры 
нуль. 

4. Если связное множество nA R⊂  не содержит ни одной 
граничной точки множества nB R⊂ , то oBA⊂  или ( )BA n \R⊂ . 

 
3. Критерий измеримости множества в nR . 

Теорема 1 (критерий измеримости множества в nR ). Для 
того чтобы множество nQ R⊂  было измеримым по Жордану, 
необходимо и достаточно, чтобы оно было ограниченным, а его 
граница Q∂  имела жорданову меру нуль. 

►Необходимость.  
Пусть множество Q  измеримо по Жордану. Покажем, что его 

граница Q∂  имеет жорданову меру нуль.  
Из измеримости Q  следует, что для любого 0>ε  найдутся 

клеточные множества A  и B  такие, что BQA ⊂⊂  и 
( ) ( ) ε<− AmBm . Без ограничения общности можно считать, что 

A  есть открытое клеточное множество, а B  замкнутое клеточ-

ное множество. В самом деле, если U
m

k
kA

1=

Π=  и U
m

k
k

B
1

'

=

Π= , то 

отбрасывая у всех клеток kΠ  их границы, получаем открытое 
клеточное множество oA , причем ( ) ( )AmAm =o . Присоединяя ко 
всем '

k
Π  их границы, получаем замкнутое множество B , кото-

рое будет клеточным как объединение конечного числа клеток, 
причем ( ) ( )BmBm = . Но BQA ⊂⊂o  и множество oA  не имеет 
общих точек с Q∂ , а множество B  содержит Q∂ . Поэтому 

oABC \=  есть клеточное множество такое, что 
CQ ⊂∂ , ( ) ( ) ( ) ε<−= oAmBmCm . 

В силу произвольности ε  множество Q∂  имеет жорданову 
меру нуль. Так как BQ ⊂ , то Q  – ограничено. 
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Достаточность. Пусть ( ) 0=∂Qm  и Q  – ограниченное мно-
жество в nR . Заключим множество Q  в клетку Π . Возьмем 
произвольное 0>ε  и построим клеточное множество C  такое, 
что CQ ⊂∂  и ( ) ε<Cm . Тогда C\Π  является клеточным мно-
жеством, не содержащим граничных точек множества Q . 

Пусть U
N

k
kC

1

\
=

Π=Π . Так как клетка kΠ  не содержит гранич-

ных точек множества Q , то в силу свойства 4 либо =∩Π Qk Ø, 
либо Qk ⊂Π . Занумеруем клетки kΠ  в таком порядке, что 1Π , 
... , lΠ Q⊂ , а 1+Π l , ... , NΠ  имеют с Q  пустое пересечение.  

Обозначим U
l

k
kA

1=

Π= , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΠΠ=∪=

+=
U
N

lk
kCAB

1

\ .  Тогда 

BQA ⊂⊂  и ( ) ( ) ( ) ε<=− CmAmBm . Следовательно, множество 
Q  измеримо по Жордану. ◄ 

Ниже приведены свойства меры Жордана. 
1 (неотрицательность меры).. Для любого измеримого мно-

жества nQ R⊂  всегда ( ) 0≥Qm . 
2. Если множества 1Q  и 2Q  измеримы по Жордану, то 

21 QQ ∪ , 21 QQ ∩ , 21 \ QQ  измеримы по Жордану. 
3 (полуаддитивность меры). Если множества 1Q , 2Q , ... , 

nQ  измеримы по Жордану, то и множество U
n

k
kQ

1=

 измеримо по 

Жордану и  

( )∑
==

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

k
k

n

k
k QmQm

11
U . 

4 (свойство конечной аддитивности меры Жордана). Если 
множества 1Q , 2Q , ... , nQ  измеримы по Жордану и попарно не 
пересекаются, то  

( )∑
==

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ n

k
k

n

k
k QmQm

11
U . 
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4. Разбиение измеримых множеств. 
Пусть множество G  измеримо по Жордану в nR .  
Опр е д е л е н и е  7. Разбиением множества G  называется 

совокупность измеримых по Жордану в nR  и попарно непересе-

кающихся множеств 1G , 2G , ... , mG  таких, что U
m

k
kGG

1=

= . 

Обозначается: { }kG=τ , mk ,...,2,1= . 
Пусть ( )kGd  есть диаметр множества kG : 
( ) ( )yxGd

kGyx
k ;sup

,
ρ

∈
= . 

Опр е д е л е н и е  8. Мелкостью разбиения τ  множества G  
называется число: 

( )kNk
Gd

≤≤
=

1
maxλ . 

Если каждое из множеств kG , mk ,...,2,1= , является подмно-
жеством некоторого множества '

k
G , mk ,...,2,1= , то говорят, что 

разбиение { }kG=τ  вписано в разбиение { }''
k

G=τ . 

Обозначается: 'ττ p  или ττ f' . 
Разбиения обладают следующими свойствами. 
1 (транзитивность). Если 'ττ p  и ''' ττ p , то ''ττ p . 
2 (финальность). Для любых двух разбиений 'τ  и ''τ  множе-

ства G  существует такое  его разбиение τ , что 'ττ f , ''ττ f . 
3. Если { }kG=τ  – разбиение множества G , то 

( ) ( )∑
=

=
m

k
kGmGm

1
. 
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Вопросы для самоконтроля 
 
1. Какие множества называются клетками в nR ? Перечислите 

свойства клеток. 
2. Что называется клеточным множеством в nR ? Перечисли-

те свойства клеточных множеств. 
3. Какие множества называются измеримыми по Жордану? 

Что такое мера Жордана? 
4. Сформулируйте и докажите критерий измеримости множе-

ства в nR . 
5. Что такое разбиение множества, и какими свойствами оно 

обладает? 
 
 
 


