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Лекция 4. ИНТЕГРАЛЫ ЭЙЛЕРА 
 

1. Определение и свойства гамма функции. 
2. Определение и свойства бета-функция. 

 
1. Определение и свойства гамма функции. 

Опр е д е л е н и е  1. Функция  

( ) ∫
+∞

−−=Γ
0

1 dxexs xs ,  0>s ,  (1) 

называется гамма-функцией, а ее значение – эйлеровым инте-
гралом. 
Гамма-функция является непрерывной функцией аргумента s . 

Ниже приводятся свойства гамма-функции. 
1. ( ) 0>Γ s  для любого 0>s . 
2. ( ) 11 =Γ  
3. ( ) ( )sss Γ⋅=+Γ 1 . 

► ( ) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−=⋅=

==
==+Γ

−−

−+∞
−∫ xs

xs
xs

evxsdu

dxedvxu
dxexs

,

,,
1

1
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( )ssdxexsex xsxs Γ⋅=+−= ∫
+∞

−−∞+−

0

1
0

. ◄ 

4 (формула понижения).  Для любого ∈n N  справедливо 
равенство  

( ) ( )!1−=Γ nn . 
► ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( ) ( )!1...121св.311 −==+−Γ−==+−Γ=Γ nnnтn  ◄ 
5. Гамма-функция имеет непрерывные производные любого 

порядка k , ∈k N , и справедливо равенство 

( )( ) ( )∫
+∞

−−=Γ
0

1 ln dxxexs kxsk . 

6. ( ) πn
nn
2

!!12
2
1 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ . 
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1 π
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ . 

7 (формула дополнения). Если 10 << p , то  

( ) ( )
p

pp
π
π

sin
1 =−Γ⋅Γ . 

8 (формула Стирлинга). При +∞→s  справедливо 

( )
s

e
sss ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅≈+Γ π21 . 

 
2. Определение и свойства бета-функция. 

Опр е д е л е н и е  2. Функция  

( ) ( )∫ −− −=Β
1

0

11 1; dxxxqp qp ,  0>p , 0>q   (2) 

называется бета-функцией, а ее значение – эйлеровым интегра-
лом. 

Бета-функция является непрерывной функцией и обладает 
частными производными любого порядка. 

Ниже приводятся свойства бета-функции. 
1. Для любых 0>p  и 0>q  справедливо равенство  

( ) ( )pqqp ;; Β=Β . 

► ( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=
−=

=−=Β ∫ −−

dtdx
xt

dxxxqp qp ,1
1;

1

0

11  

( ) ( ) ( )pqdtttdttt pqqp ;11
1

0

11
0

1

11 Β=−=−−= ∫∫ −−−− . ◄ 

2. Для любых 0>p  и 0>q  справедливы равенства 

( ) ( )1;
1

1; −Β
−+

−
=Β qp

qp
qqp , 

( ) ( )qp
qp
pqp ;1

1
1; −Β
−+

−
=Β . 
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► ( ) ( )
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⎢
⎢
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= ∫∫ −−−−
1

0

11
1

0

21 1111 dxxx
p
qdxxx

p
q qpqp  

( ) ( )qp
p
qqp

p
q ;11;1

Β
−

−−Β
−

= . 

Тогда  

( ) ( )1;1;11 −Β
−

=Β⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+ qp

p
qqp

p
q . 

Отсюда  

( ) ( )1;
1

1; −Β
−+

−
=Β qp

qp
qqp . ◄ 

3. ( )
p

p 11; =Β . 

► ( ) ( )
pp

xdxxxp
p

p 111;
1

0

1

0

01∫ ==−=Β − . ◄ 

4. Для любого 0>p  и любого ∈n N  справедливо равенство 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1...1

1...21;;
−+⋅⋅+⋅

−⋅⋅⋅
=Β=Β

nppp
npnnp . 

5. Для любых ∈n N  и ∈m N  справедливо равенство 

( ) ( ) ( )
( )!1

!1!1;
−+
−⋅−

=Β
nm
nmnm . 
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6. Бета-функцию можно представить в виде 

( )
( )∫

+∞

+

−

+
=Β

0

1

1
; dz

z
zqp qp

p

. 

7. ( )
p

pp
π
π

sin
1; =−Β . 

8 (связь гамма- и бета- функций). Для любых 0>p  и 0>q  
имеет место равенство 

( ) ( ) ( )
( )qp

qpqp
+Γ
Γ⋅Γ

=Β ; . 

Пример. Вычислить интеграл ∫ −
2

0

22 4 dxxx . 

Р еш е н и е . Имеем 
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4 dt
t
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t
dtdx
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dxxx  
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Γ
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⎠
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⎛Β⋅=−⋅= ∫ 3

23238
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⎠
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ππ
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⋅
⋅

⋅

⋅=
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2
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2
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8
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. 

 
Вопросы для самоконтроля 

 
1. Дайте определение гамма-функции. Перечислите свойства 

гамма-функции. 
2. Дайте определение бета-функции. Перечислите свойства 

бета-функции. 
 
 


