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Пояснительная записка

В настоящее время математика всё шире проникает в повседневную жизнь, всё более внедряется в традиционно далёкие от неё области. Компьютеризация общества, внедрение современных информационных технологий требуют математической грамотности человека на каждом рабочем месте. Это предполагает и конкретные математические знания, и определённый стиль мышления, вырабатываемый математикой. Всё больше специальностей, требующих высокого уровня образования, связано с непосредственным применением математики. Поэтому дисциплина «Экономико-математическое моделирование» для специалистов экономического профиля становится профессионально значимым предметом.
	Освоение слушателями основ экономико-математического моделирования направлено на повышение качества подготовки их как специалистов, обладающих широкими и многогранными знаниями в области применения математики для решения различных экономических задач.
	Целью учебной дисциплины «Экономико-математическое моделирование» является овладение слушателями знаний о различных математических методах построения, изучения и решения математических моделей реальных экономических объектов или процессов.
	Задачами дисциплины являются:
– ознакомление слушателей с основами математического моделирования: построения математических моделей и их классификации;
– анализ и подбор основных способов и методов нахождения наиболее эффективных решений построенных или предложенных математических моделей;
– формирование умений и навыков использования математического языка и аппарата при описании экономических явлений и процессов;
– усвоение слушателями основных понятий, формул и теорем курса;
– приобретение компетенций, связанных с применением математического аппарата для решения конкретных экономических задач.
	Основными методами обучения являются лекционное изложение нового материала и решение практических задач с использованием коммуникативных технологий, основанных на активных формах и методах обучения.
	Основными средствами обучения являются: краткие конспекты лекций, учебники и учебные пособия, тесты, мультимедийные презентации, раздаточные материалы.
Содержание и формы самостоятельной работы слушателей, а также модель рейтинговой системы оценки знаний, обеспечивающие контрольно-оценочную деятельность преподавателя за результатами обучения слушателей, определяются в соответствии с целями и задачами подготовки специалистов. Основные формы самостоятельной работы: изучение и анализ как дополнительного лекционного курса, предлагаемого преподавателем, так и классической и современной литературы по указанным разделам математики, решение предлагаемых практических задач по указанным темам.
В результате обучения слушатель в рамках изучения программы должен приобрести следующие компетенции: описывать экономические процессы и явления математическим языком, то есть строить математические модели, их классифицировать, подбирать и применять соответствующие методы решения.
ЭУМК включает разделы: теоретический, практический, контроля знаний и вспомогательный.
Теоретический раздел ЭУМК содержит тексты лекций для теоретического изучения учебной дисциплины в объеме, установленном типовым учебным планом по специальности 1 – 21 06 74  «Современный иностранный язык (внешнеэкономическая деятельность)».
Практический раздел ЭУМК содержит материалы для проведения практических занятий со слушателями специальности 1 – 21 06 74  «Современный иностранный язык (внешнеэкономическая деятельность)»  вечерней формы получения образования, а также задания для самостоятельной работы слушателей. 
Раздел контроля знаний ЭУМК содержит материалы текущей аттестации (вопросы к экзамену), позволяющие определить соответствие результатов учебной деятельности обучающихся требованиям образовательных стандартов высшего образования и учебно-программной документации образовательных программ высшего образования.
Вспомогательный раздел ЭУМК содержит учебно-тематический план переподготовки слушателей специальности 1 – 21 06 74  «Современный иностранный язык (внешнеэкономическая деятельность)» вечерней формы получения образования по дисциплине «Экономико-математическое моделирование», учебную программу по дисциплине «Экономико-математическое моделирование» по специальности 1 – 21 06 74  «Современный иностранный язык (внешнеэкономическая деятельность)», перечень учебных изданий и информационно-аналитических материалов, рекомендуемых для изучения учебной дисциплины.










1 Теоретический раздел ЭУМК

Тексты лекций по ОВМ

Раздел 1. Введение в экономико-математическое моделирование

Тема 1. Экономико-математические методы и моделирование

Экономико-математические модели. Решение экономико-математической модели. Построение экономико-математической модели. Классификация экономико-математических моделей

Экономико-математические модели.
Предмет экономико-математического моделирования – исследование количественных характеристик экономических объектов, процессов и явлений, изучение взаимосвязей и взаимозависимостей на основе их математически формализованного описания.
Основным понятием является понятие математической модели. В общем случае модель – это приблизительное описание реального объекта: карта, схема, эскиз, фотография, график, таблица и т. п. 
Математическая модель – это система математических уравнений, неравенств, формул и различных математических выражений, описывающих реальный объект, составляющие его характеристики и взаимосвязи между ними.
Математическое моделирование – это процесс построения математической модели. Моделирование и построение математической модели экономического объекта позволяют свести экономический анализ производственных процессов к математическому ана-лизу и принятию эффективных решений.
Содержанием экономико-математической модели является выраженная в математических соотношениях экономическая сущность задачи и поставленной цели.
Отметим, что в экономико-математической модели экономическая величина представлена математическим соотношением, но не всегда математическое соотношение является экономической величиной.
По содержанию различают эконометрические и экономико-математические модели. Различие между ними состоит в характере функциональных зависимостей, связывающих их величины. 
Эконометрические модели связаны с показателями, сгруппированными различным образом. Они устанавливают корреляционные зависимости между показателями и определяющими их факторами в виде линейных или нелинейных функций.
Экономико-математическая модель включают в себя систему ограничений, состоящую из отдельных математических уравнений или неравенств, а также целевую функцию, связывающую между собой исследуемые величины модели. 
В качестве цели исследования выбирается экономический показатель: прибыль, рентабельность, себестоимость, валовая продукция, запасы и т. д. 	Критерий оптимальности – экономический показатель, выражающийся при помощи целевой функции через другие экономические показатели. 
Одному критерию могут соответствовать несколько разных целевых функций.
Замечания. 
1. Модели с одной и той же системой ограничений могут иметь различные критерии оптимальности (общее) и различные целевые функции (частное).
2. Смешивать понятия критерий оптимальности и целевая функция нельзя.
3. Критерии оптимальности могут быть натуральными или стоимостными.
4. Одни критерии максимизируются (число наборов конечных продуктов, валовая или условная продукция, прибыль, рентабельность и т. п.), другие минимизируются (затраты, сроки, расстояния и т. п.). 

Решение экономико-математической модели
Решением экономико-математической модели или допустимым планом называется набор значений неизвестных, который удовлетворяет ее системе ограничений. Модель имеет множество решений или множество допустимых планов и среди них надо найти единственное, удовлетворяющее системе ограничений и целевой функции.
Оптимальный план – допустимый план, удовлетворяющий целевой функции.
Для поиска оптимального решения любой экономической задачи необходимо построить ее экономико-математическую модель, по структуре включающую в себя:
– систему ограничений;
– целевую функцию;
– критерий оптимальности;
– решение.
Замечания. 
1. Если модель задачи линейна, то оптимальный план достигается в крайней точке области изменения переменных величин системы ограничений. 
2. Если экономико-математическая модель нелинейна, то оптимальных планов и оптимальных значений целевой функции может быть несколько. Определяют экстремальные планы и экстремальные значения целевой функции.
Основные этапы построения экономико-математической модели:
1. Определение цели решения задачи, т. е. чего хотят добиться, решая данную задачу.
2. Определение параметров модели, т. е. заранее известных фиксированных факторов, на значение которых исследователь не влияет.
3. Формирование управляющих переменных, значения которых являются решением задачи и при изменении которых можно достичь поставленной цели.
4. Определение области допустимых решений, т. е. ограничений, которым должны удовлетворять управляющие переменные.
5. Выявление неизвестных факторов, т. е. величин, которые могут изменяться случайным или неопределенным образом.
6. Выражение цели через управляющие переменные, параметры и неизвестные факторы, т. е. формирование целевой функции, называемой также критерием эффективности или критерием оптимальности задачи.

Построение экономико-математической модели
Методика построения экономико-математической модели состоит в том, чтобы экономическую сущность задачи представить математически, используя различные символы:
– переменные и постоянные величины;
– индексы и другие обозначения.
В первую очередь определяют систему переменных величин (это может быть объем производства продуктов на предприятии, количество перевозимого груза от поставщиков к потребителям и т. п.). xisj может означать объем производства продукции i-вида на s-оборудовании j-м технологическим способом.
Итак, обозначим: 
– переменные величины – x, y, z, , , x’, xi, xij, xijk, …;
– индексы – i, j, s, l, …;
– количество переменных – n, k, m, …;
– постоянные величины – a, b, c, d, …;
– целевая функция – f, F, Z, … .
Математически общую модель задачи оптимизации можно представить в следующем виде: найти значения n переменных x1, x2, …, xn, которые удовлетворяют системе ограничений: 
f(x1, x2, …, xn) {≤ = ≥} bi, (i = 1, 2, …, m)
и максимизируют (или минимизируют) целевую функцию:
Z = f(x1, x2, …, xn).
Дополнительно, по экономическому смыслу должно быть задано условие неотрицательности переменных:
xj ≥ 0,  (j = 1, 2, …, n) 
В случае необходимости задается условие целочисленности пе-ременных:
xj = 0, 1, 2, … .
Для моделирования и решения экономико-математических задач необходим определенный объем информации о ресурсах, процессах производства, распределения, потребления и т. д.
Разнообразны формы носителей такой информации (экономические данные):
– планы, нормы, нормативы;
– отчеты, наряды, сведения и т. п.
Экономическая информация подразделяется на первичную, носителями которой служат технологические, нормативные и другие первичные документы, и вторичную, носителями которой являются результаты обработки первичных документов.
Используется вся возможная информация. Отсюда важное значение имеют сбор и обработка информации для принятия решений. 
Требования к информации:
1. Достоверная, правильно отражает реальную ситуацию. Обработка проводится научными методами с использованием современных средств. Она может изменяться по форме, но не по содержанию.
2. Неизбыточная. Должна содержать только необходимые данные. 
3. Оперативная и своевременная.
4. Максимально возможно полная. Частичная, не охватывающая всех связей информация мало эффективна.
При подготовке информации широко применяются экспертные методы и оценки.
Классификация экономико-математических моделей 
Классификация экономико-математических моделей носит условный характер в зависимости от выбранных оснований.
По назначению экономико-математические модели подразделяются на:
– статистические (эконометрические), с помощью которых изучаются корреляционно-регрессионные зависимости экономических процессов от одного или нескольких переменных факторов. Такие модели широко используются для построения производственных функций, а также при анализе экономических систем;
– балансовые, представляющие систему балансов производства и распределения продукции. Модели служат для установления пропорций и взаимосвязей при планировании различных отраслей народного хозяйства и записываются в форме шахматных квадратных матриц;
– оптимизационные, которые служат для отыскания наилучших, с точки зрения выбранного критерия, решений конкретной экономической задачи.
По применению различают экономико-математические модели:
– анализа экономических систем;
– экономического прогнозирования;
– выработки управленческих решений.
Различают типы математических моделей:
– дискретные и непрерывные;
– статические и динамические;
– линейные и нелинейные;
– детерминированные и стохастические;
– оптимизационные.
Типичные классы экономико-математических моделей и задач:
– линейного и не линейного программирования;
– сетевого планирования и управления; 
– балансовые;
– игровые;
– имитационного моделирования;
– модели исследования операций;
– модели массового обслуживания и т. д.

Тема 2. Типовые задачи экономико-математического моделирования

Задача распределения ресурсов. Задачи управления запасами. Задачи систем массового обслуживания. Сетевые задачи. Задачи теории игр. Комбинированные задачи. Общая постановка задачи оптимизации.

Задача распределения ресурсов
Данная задача возникает, когда набор операций (работ) надо выполнять в условиях ограниченности ресурсов. Типичными являются три случая.
1. Заданы и работы и ресурсы. Требуется распределить ресурсы между работами таким образом, чтобы было max прибыли или min затрат.
Пример. Известны производственные задания и производственные мощности предприятия. Ограничения по мощности не позволяют для каждого изделия выбрать наилучшую технологию. Какие способы производства надо выбрать для каждого вида изделий, чтобы вы-полнить задание с наименьшими затратами?
2. Заданы только наличные ресурсы.
Определить какой состав работ можно выполнить с учетом этих ресурсов, чтобы обеспечить максимум некоторого критерия эффективности. 
Пример. Имеется предприятие с определенными производственными мощностями. Требуется определить, какую продукцию следует производить, чтоб получить максимальный доход.
3. Заданы только работы.
Определить какие ресурсы необходимы для того, чтоб минимизировать суммарные издержки производства.

Задачи управления запасами
Под управлением запасами понимается совокупность мероприятий по обеспечению их оптимального уровня на предприятии:
– разрабатываются прогрессивные нормы запасов; 
– устанавливается их рациональная структура;
– создается эффективная система оперативного контроля за со-стоянием запасов.
Содержание запасов на предприятии связано с издержками:
– организационные издержки – расходы по оформлению и доставке товаров, необходимых для каждого цикла складирования;
– издержки содержания запасов – расходы по хранению (рента складирования, амортизация в процессе складирования, порча, устаревание, уменьшение количества);

– издержки, связанные с дефицитом – потери дохода в расчете на единицу дефицитных материалов, замена на более дорогие, штрафы за нарушение сроков поставки, переналадка оборудования.
C увеличением запасов увеличиваются расходы на их хранение, но уменьшаются потери из-за их нехватки. Требуется определить такой уровень запасов, который удовлетворяет критерию: минимум затрат по хранению запасов, минимум потерь из-за их дефицита.
Таким образом, управление запасами заключается в правильном размещении заказов и установлении объемов поставок.
Каждый вариант стратегии управления запасами связан с опре-деленными затратами. Стратегию, при которой эти затраты минимальны, называют оптимальной, а ее определение является предметом теории управления запасами. Многообразие реальных ситуаций является причиной большого количества различных систем управления запасами.

Задачи систем массового обслуживания
При решении задач систем массового обслуживания рассматриваются вопросы образования и функционирования очередей. Очереди возникают из-за того, что поток требований или клиентов на обслуживание не управляем и случаен. Требуется определить, какое количество пунктов обслуживания необходимо, чтобы минимизировать суммарные ожидаемые потери от несвоевременного обслуживания и простоя оборудования.
Области применения теории массового обслуживания весьма разнообразны.
Сфера услуг:
– обслуживание клиентов в банке; 
– регистрация пассажиров в аэропорту;
– предоставление мест в гостинице.
Менеджмент и администрирование:
– рассмотрение предложений о купле-продаже товаров и услуг и принятие решений;
– организация производственных, обеспечивающих и управленческих процессов.
Логистика:
– организация складского хозяйства.
Маркетинг:
– планирование мощностей каналов сбыта.
Информационные услуги:
– обеспечение доступа клиентов к сайту фирмы.

Сетевые задачи
Теория графов предназначена для решения задач о геометрических конфигурациях, состоящих из точек и линий. В таких задачах форма линий, соединяющих точки, несущественная и может быть отрезком или дугой. Важно только то, что некоторая линия соединяет две точки из некоторого множества. Модели в виде графов оказываются удобным для описания многих физических, технических, экономических, биологических, социальных и других систем.
Приведем примеры применения теории графов:
– транспортные задачи, где вершинами графа являются населенные пункты, а ребрами – дороги (автомобильные, железные) или другие транспортные маршруты;
– сети снабжения (энергоснабжения, газоснабжения, снабжения товарами и т. д.), в которых вершинами являются пункты производства и потребления, а ребрами – возможные маршруты перемещения (маршруты доставки товаров, линии электропередач, газопроводы, дороги и т. д.). Класс задач оптимизации потоков грузов, размещения пунктов производства и потребления и т. д. иногда называют задачами обеспечения или задачами о размещении. Их подклассом являются задачи о грузоперевозках.
– технологические задачи, в которых вершины графа отражают производственные элементы (заводы, цеха, станки и т. д.), а дуги – потоки сырья, материалов и продукции между ними. Решение задачи заключается в определении оптимальной загрузки производственных элементов и обеспечивающих эту загрузку потоков;
– обменные схемы, являющиеся моделями таких операций как бартер, взаимозачеты и т. д. Вершины графа при этом описывают участников обменной схемы (цепочки), а дуги – потоки материальных и финансовых ресурсов между ними. Задача заключается в определении оптимальной последовательности обменов, согласованной с интересами участников и существующими ограничениями.
– управление проектами. С точки зрения теории графов проект – совокупность операций и зависимостей между ними (сетевой график);
– календарно-сетевое планирование и управление – это совокупность моделей и методов, использующих язык и результаты теории графов, ориентированных на управление проектами. Решаются задачи определения последовательности выполнения операций и распределения ресурсов между ними, оптимальных с точки зрения тех или иных критериев времени выполнения проекта, затрат, риска и др.;
– модели коллективов и групп, используемые в социологии, основываются на представлении людей или их групп в виде вершин, а отношений между ними – в виде ребер или дуг (например, отношений знакомства, доверия, симпатии и т. д.). В рамках подобного описания решаются задачи исследования структуры социальных групп, их сравнения, определения агрегированных показателей, отражающих степень напряженности, согласованности взаимодействия и др.;
– модели организационных структур, в которых вершинами являются элементы организационной системы, а ребрами или дугами – связи между ними (информационные, управляющие, технологиче-ские и др.).

Задачи теории игр
В экономике это задачи о выборе управленческих решений в условиях экономической неопределенности и риска. Такие задачи возникают в маркетинге, менеджменте, проведении финансово-банковских операций, выполнении инвестиций в проекты и т. д. В задачах теории игр неопределенность может носить различный характер:
– осознанные действия противоборствующей стороны (конкурентов); 
– ситуации риска для оценки результатов принятых решений;
– вероятность появления различных условий, влияющих на принятие решений (курсы валют, инфляция, постановления правительства и т. п.);
– известны последствия принимаемых решений, но неизвестны вероятности различных состояний внешней среды. Решение принимается в условиях полной неопределенности;
– цель решаемой задачи не достаточно точно определена, показатель эффективности не отражает полную картину.

Комбинированные задачи
Комбинированные задачи могут включать в себя несколько типовых моделей задач одновременно. Например, требуется распределить производственные заказы по видам оборудования, после того, как определен оптимальный план производства (задача распределения).

Общая постановка задачи оптимизации
Оптимизационная задача – это математическая задача, которая состоит в нахождении экстремального (минимального или максимального) значения целевой функции, когда значения переменных принадлежат некоторой области допустимых значений.
Для того чтобы решить задачу оптимизации, достаточно найти ее оптимальное решение, т. е. указать х0  W такое, что  fx0   fx  при любом x  W или для случая минимизации fx0 ≤ fx при любом x  W.
Оптимизационная задача является неразрешимой, если она не имеет оптимального решения. В частности, задача максимизации будет неразрешима, если целевая функция fx не ограничена сверху на допустимом множестве W.
Методы решения оптимизационных задач зависят:
– от вида целевой функции fx;
– от строения допустимого множества W.
Если целевая функция в задаче является функцией n переменных, то методы решения называют методами математического программирования.








Раздел 2. Основы линейного программирования

Тема 1. Основы линейного программирования

Цели и задачи линейного программирования. Общая постановка задачи линейного программирования. Основные теоремы линейного программирования. Приведение задачи линейного программирования к стандартной форме.

Цели и задачи линейного программирования
В 1939 году Леонид Витальевич Канторович опубликовал работу «Математические методы организации и планирования производства», в которой сформулировал новый класс экстремальных задач с ограничениями и разработал эффективный метод их решения, таким образом были заложены основы линейного программирования.
Линейное программирование – раздел математики, изучающий методы решения экстремальных задач, которые характеризуются линейной зависимостью между переменными и линейным критерием оптимальности.
Вообще говоря, термин «линейное программирование» требует правильного понимания. В нашем случае «программирование» - это, конечно, не составление программ для ЭВМ. Программирование здесь должно интерпретироваться как «планирование», формирование планов, разработка программы действий.
Математической моделью задачи называется совокупность математических соотношений, описывающих суть задачи.
К математическим задачам линейного программирования относят исследования конкретных производственно-хозяйственных ситуаций, которые в том или ином виде интерпретируются как задачи об оптимальном использовании ограниченных ресурсов.
Круг задач, решаемых при помощи методов линейного программирования достаточно широк. Это, например:
– задача об оптимальном использовании ресурсов при производственном планировании;
– задача о смесях (планирование состава продукции);
– задача о нахождении оптимальной комбинации различных видов продукции для хранения на складах (управление товарно-материальными запасами или "задача о рюкзаке");
– транспортные задачи (анализ размещения предприятия, перемещение грузов).
Линейное программирование – наиболее разработанный и широко применяемый раздел математического программирования, к которому, кроме того, относят: целочисленное, динамическое, нелинейное, параметрическое программирование. Это объясняется следующим:
– математические модели большого числа экономических задач линейны относительно искомых переменных;
– данный тип задач в настоящее время наиболее изучен. Для него разработаны специальные методы, с помощью которых эти задачи решаются, и соответствующие программы для ЭВМ;
– многие задачи линейного программирования, будучи решенными, нашли широкое применение;
– некоторые задачи, которые в первоначальной формулировке не являются линейными, после ряда дополнительных ограничений и допущений могут стать линейными или могут быть приведены к такой форме, что их можно решать методами линейного программирования.

[bookmark: _Toc278655775]Общая постановка задачи линейного программирования 
Экономико-математическая модель любой задачи линейного программирования включает: целевую функцию, оптимальное значение которой (максимум или минимум) требуется отыскать; ограничения в виде системы линейных уравнений или неравенств; требование неотрицательности переменных.
В общем виде модель записывается следующим образом:
целевая функция:
y (x) = → max(min);             (1)
ограничения:
                        (2)
требование неотрицательности:
xj  ≥ 0,                                                             (3)
При этом aij, bi, cj –  заданные постоянные величины.
В матричном виде задачу линейного программирования можно представить в виде:
С∙Х → max(min);                                                 (4)
А∙Х  В,                                                    (5)

где   А = , С = (с1, с2, ... , сn), В = (b1, b2, ... , bn).
Итак, задача линейного программирования состоит в нахождении оптимального значения функции (1) при соблюдении ограничений (2) и (3).
Систему ограничений (2) называют функциональными ограничениями задачи, а ограничения (3) - прямыми.
Определение. Вектор (x1, x2, ... , xn), удовлетворяющий ограничениям (2) и (3), называется допустимым решением (планом) задачи линейного программирования.
Определение. План, при котором функция (1) достигает своего максимального (минимального) значения, называется оптимальным, или решением задачи линейного программирования.
Определение. Столбцы Аj матрицы А называются векторами условий, В – вектором ограничений задачи линейного программирования.
Определение. Задача линейного программирования называется допустимой, если множество планов задачи непусто, и разрешимой, если непусто множество оптимальных планов этой задачи.
Определение. Задача (4) при условиях 
А∙Х  В,                                                     (6)
и условии (3) называется задачей линейного программирования, заданной в симметричной форме записи.
Определение. Задача (4) при условиях 
А∙Х = В,                                                       (7)
и условии (3) называется задачей линейного программирования, заданной в канонической (стандартной) форме записи.

Основные теоремы линейного программирования
Для обоснования методов решения задач линейного программирования сформулируем ряд важнейших теорем, опуская их аналитические доказательства. Уяснить смысл каждой из теорем поможет понятие о геометрической интерпретации решения задачи линейного программирования, данное в предыдущем подразделе.
Однако сначала напомним о некоторых понятиях, важных с точки зрения дальнейшего разговора.
Любые m переменных системы m линейных уравнений с n переменными (m < n) называются основными, если определитель матрицы коэффициентов при них отличен от нуля. Тогда остальные m-n переменных называются неосновными (или свободными).
Базисным решением системы m линейных уравнений c n переменными (m < n) называется всякое ее решение, в котором все неосновные переменные имеют нулевые значения.
Теорема 1. Множество всех допустимых решений системы ограничений задачи линейного программирования является выпуклым.
В частном случае, когда в систему ограничений входят только две переменные x1 и x1, это множество можно изобразить на плоскости. Так как речь идет о допустимых решениях (x1, x1 ≥ 0), то соответствующее множество будет располагаться в первой четверти декартовой системы координат. Это множество может быть замкнутым (многоугольник), незамкнутым (неограниченная многогранная область), состоять из единственной точки и, наконец, система ограничений-неравенств может быть противоречивой.
Теорема 2. Если задача линейного программирования имеет оптимальное решение, то оно совпадает с одной (двумя) из угловых точек множества допустимых решений.
Из теоремы 2 можно сделать вывод о том, что единственность оптимального решения может нарушаться, причем, если решение не единственное, то таких оптимальных решений будет бесчисленное множество (все точки отрезка, соединяющего соответствующие угловые точки).
Теорема 3. Каждому допустимому базисному решению задачи линейного программирования соответствует угловая точка области допустимых решений, и наоборот.
Следствием из теорем 2 и 3 является утверждение о том, что оптимальное решение (оптимальные решения) задачи линейного программирования, заданной (или приведенной) ограничениями-уравнениями, совпадает с допустимым базисным решением (допустимыми базисными решениями) системы ограничений.
Таким образом, оптимальное решение задачи линейного программирования следует искать среди конечного числа допустимых базисных решений.

Приведение задачи линейного программирования к стандартной форме
Любая задача линейного программирования приводится к стандартной (канонической) форме основной задачи линейного программирования, которая формулируется следующим образом: найти неотрицательные значения переменных  x1, x2, ... , xn, удовлетворяющих ограничениям в виде равенств:
,
при xj  ≥ 0, j=1,…,n и обращающих в максимум линейную функцию этих  переменных:
E =  → max
При этом также требуется, чтобы правые части равенств были неотрицательны, т.е. должны соблюдаться условия:
bj  ≥ 0, j=1,…,n
Приведение к стандартной форме необходимо, так как большинство методов решения задач линейного программирования разработано именно для стандартной формы. Для приведения к стандартной форме задачи линейного программирования может потребоваться выполнить следующие действия:
·  перейти от минимизации целевой функции к ее максимизации;
·  изменить знаки правых частей ограничений;
·  перейти от ограничений-неравенств к равенствам;
·  избавиться от переменных, не имеющих ограничений на знак.
Для решения нашей задачи воспользуемся симплекс-методом, так как этот метод предназначен для решения задач линейного программирования любой размерности.
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Определение оптимального ассортимента. Оптимальное распределение взаимозаменяемых ресурсов. Задача о смесях.

Несмотря на требование линейности функций критериев и ограничений, в рамки линейного программирования попадают многочисленные задачи распределения ресурсов, управления запасами, сетевого и календарного планирования, транспортные задачи и прочие.
Рассмотрим некоторые из них.

Определение оптимального ассортимента.
Имеются m видов ресурсов в количествах b1, b2, ... , bi,  ... , bn  и n видов изделий. Задана матрица  A = (aij), i = 1, ... , m,  j = 1, ... , n, где aij  характеризует нормы расхода i-го ресурса на единицу j-го вида изделий. Эффективность производства j-го вида изделий характеризуется показателем cj , удовлетворяющим условию линейности. Нужно определить такой план выпуска изделий (оптимальный ассортимент), при котором суммарный показатель эффективности будет наибольший.
Обозначим количество единиц k-го вида изделий, выпускаемых предприятием, через xk , . Тогда математическая модель этой задачи будет иметь такой вид:
 → max
при ограничениях
,  i = 1, ... , m
Кроме ограничений на ресурсы в эту модель можно ввести дополнительные ограничения на планируемый уровень выпуска продукции  , xi : xj : xk = bi : bj : bk  для всех i, j, k и т.д.

Оптимальное распределение взаимозаменяемых ресурсов.
Имеются m видов взаимозаменяемых ресурсов а1 , а2 ,., аm , используемых при выполнении n различных работ (задач). Объемы работ, которые должны быть выполнены, составляют  b1, b2,., bi,…, bn единиц. Заданы числа λij, указывающие, сколько единиц j-й работы можно получить из единицы і-го ресурса, а также cij - затраты на производство j-й работы из единицы i-го ресурса. Требуется распределить ресурсы по работам таким образом, чтобы суммарная эффективность выполненных работ была максимальной (или суммарные затраты - минимальными).
Данная задача называется общей распределительной задачей. Количество единиц i-го ресурса, которое выделено на выполнение работ j-го вида, обозначим через xij .
Математическая модель рассматриваемой задачи такова:
  → min
при ограничениях
,  j = 1, ... , n,                                 (1)
 i = 1, ... , m.                                        (2)  
Ограничение (1) означает, что план всех работ должен быть выполнен полностью, а (2) означает, что ресурсы должны быть израсходованы целиком.
Примером этой задачи может быть задача о распределении самолетов по авиалиниям.

Задача о смесях.
Имеется р компонентов, при сочетании которых в разных пропорциях получают разные смеси. Каждый компонент, а следовательно и смесь, содержит q веществ. Количество k-го вещества k = 1, 2, ... , q, входящее в состав единицы і-го компонента и в состав единицы смеси, обозначим через аik и аk соответственно.
Предположим, что аk зависит от аik линейно, то есть если смесь состоит из x1 единиц первого компонента, x2 - единицу второго компонента и т.д., то
.
Задано р величин ci , характеризующих стоимость, массу или калорийность единицы i-го компонента, и q величин bk , указывающих минимально необходимое процентное содержание k-го вещества в смеси. Обозначим через x1 , x2 , ... , xр значение компонента р-го вида, входящего в состав смеси.
Математическая модель этой задачи имеет такой вид:
 → min
при ограничении
 , k = 1, 2, ... , q,                                   (3)
.
Ограничение (3) означает, что процентное содержание k-го вещества в единице смеси должно быть не меньше bk .

Транспортная задача.
Под транспортной задачей понимают целый ряд задач, имеющих определенную специфическую структуру. Наиболее простыми транспортными задачами являются задачи о перевозках некоторого продукта из пунктов отправления в пункты назначения при минимальных затратах на перевозку.
Если запасы груза равны суммарным потребностям, то транспортная задача называется замкнутой. Если же существует профицит (запасы превышают потребности) или дефицит (запасы меньше потребностей) груза, то транспортная задача называется открытой.
Пример. Три поставщика одного и того же продукта располагают в планируемый период следующими его запасами: первый – 120 условных единиц, второй – 100 условных единиц, третий – 80 условных единиц. Этот продукт должен быть перевезен к трем потребителям, потребности которых равны 90, 90 и 120 условных единиц, соответственно.
Обычно начальные условия транспортной задачи записывают в так называемую транспортную таблицу.
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В ячейках таблицы в левом верхнем углу записывают показатели затрат (расходы по доставке единицы продукта между соответствующими пунктами), под диагональю каждой ячейки размещается величина поставки хij (т.е. хij – количество единиц груза, которое будет перевезено от i-го поставщика j-му потребителю).
Необходимо определить наиболее дешевый вариант перевозок, при этом каждый поставщик должен отправить столько груза, сколько имеется у него в запасе, а каждый потребитель должен получить нужное ему количество продукции.
Сформулируем ЗЛП: 
7x11 + 6x12 + 4x13 + 3x21 + 8x22 + 5x23 + 2x31 + 3x32 + 7x33 → min;
при ограничениях


Тема 3. Транспортная задача

Цель решения транспортной задачи и основные обозначения. Алгоритм решения транспортной задачи распределительным методом. 

Цель решения транспортной задачи и основные обозначения
Вне зависимости от метода решения транспортной задачи, цель решения - найти оптимальный план перевозки груза (план с наименьшими транспортными расходами), если известны запасы груза на складах, количество груза, необходимого каждому потребителю и транспортные расходы на перевозку единицы груза с каждого склада любому потребителю.
По ходу решения транспортной задачи встречаются условные обозначения, которые сейчас введём.
m - число складов,
n - число потребителей,
Ai - пункт отправления груза (склад),
Bj - пункт потребления,
ai (i = 1, ..., n) - количество единиц груза на i-м складе,
bj (j = 1, ..., m) - количество единиц груза, которое должен получить j-й потребитель,
cij - транспортные расходы на поставку единицы груза с i-го склада j-му потребителю,
xij - количество единиц груза, которое следует отправить с i-го склада j-му потребителю.
Используя эти обозначения, цель решения транспортной задачи можно сформулировать так:
  → min
То есть требуется найти минимум линейной формы z, являющейся суммой произведений количеств груза, отправляемого с i-го склада j-му потребителю. Распределительный метод решения транспортной задачи является разновидностью симплекс-метода решения задач линейного программирования.
Если запасы груза равны суммарным потребностям, то транспортная задача называется замкнутой. Если же существует профицит (запасы превышают потребности) или дефицит (запасы меньше потребностей) груза, то транспортная задача называется открытой.

Алгоритм решения транспортной задачи распределительным методом
Резюмируя выполненные выше решения, сформулируем алгоритм решения транспортной задачи распределительным методом (поиска оптимального плана транспортной задачи).
1.	Проверить, является ли план перевозок оптимальным. Если оценки всех "свободных мест" неотрицательны, то план перевозок является оптимальным. В противном случае можно найти новый план перевозок с меньшим значением линейной формы.
2.	Найти "свободное место" с наименьшей негативной оценкой (наибольшее по модулю отрицательное число). В новом плане перевозок соответствующая клетка становится "занятым местом".
3.	Вдоль цикла, соответствующего "свободному месту" из предыдущего пункта, отметить вершины знаками "плюс" и "минус" пройденные вершины ("кружочки") по принципу: знаком "плюс" отмечаются нечётные вершины, знаком "минус" - чётные.
4.	Вдоль цикла, упомянутого в предыдущем пункте, выбрать наименьшее из чисел в кружочке, отмеченное знаком "минус" и обозначить его буквой "тэта".
5.	Произвести перенаправление грузов для нового плана перевозок. Для этого число "тэта", упомянутое в предыдущем пункте, прибавить к стоимостям перевозок в правых нижних углах клеток со знаком "плюс" и вычесть из стоимостей перевозок в правых нижних углах клеток со знаком "минус". Стоимости в клетках, не входящих в цикл, не меняются.
6.	Вычислить значение линейной формы для нового плана перевозок. Для этого вычисляется "экономия": число "тэта" умножается на число, стоящее в кружочке в соответствующей клетке. "Экономия" (отрицательное число) прибавляется к значению линейной формы предыдущего плана.
7.	В таблице, соответствующей новому плану, построить циклы, соответствующие "свободным местам" и вычислить оценки этих "свободных мест". Для этого двигаться только по "занятым местам" и при каждом шаге поворот делать только под прямым углом. Каждый шаг вдоль цикла отмечать знаком "плюс" или "минус" по принципу: знаком "плюс" отмечаются нечётные вершины, знаком "минус" - чётные.
Эти шаги следует повторять до тех пор, пока оценки всех "свободных мест" не станут положительными.
Если в ходе решения транспортной задачи появились вырожденные (сингулярные) планы, то возможно, что число "тэта" равно нулю. Тогда на соответствующей итерации решения значение линейной формы не меняется.

Тема 4. Некоторые методы решения задач линейного программирования

Геометрическое решение задач линейного программирования. Симплекс метод. Алгоритм симплекс метода.

Геометрическое решение задач линейного программирования
Если система ограничений задачи линейного программирования представлена в виде системы линейных неравенств с двумя переменными, то такая задача может быть решена геометрически. Таким образом, данный метод решения задачи линейного программирования имеет очень узкие рамки применения.
Однако метод представляет большой интерес с точки зрения выработки наглядных представлений о сущности задач линейного программирования.
Геометрический (или графический) метод предполагает последовательное выполнение ряда шагов. Ниже представлен порядок решения задачи линейного программирования на основе ее геометрической интерпретации.
1. Сформулировать задачу линейного программирования. 
2. Построить на плоскости ОХ1Х2 прямые, уравнения которых получаются в результате замены в ограничениях знаков неравенств на знаки точных равенств.
3. Найти полуплоскости, определяемые каждым из ограничений задачи.
4. Найти область допустимых решений.
5. Построить прямую c1x1 + c2x2 = h, где h - любое положительное число, желательно такое, чтобы проведенная прямая проходила через многоугольник решений.
6. Перемещать найденную прямую параллельно самой себе в направлении увеличения (при поиске максимума) или уменьшения (при поиске минимума) целевой функции. В результате, либо отыщется точка, в которой целевая функция принимает максимальное (минимальное) значение, либо будет установлена неограниченность функции на множестве решений.
7. Определить координаты точки максимума (минимума) функции и вычислить значение функции в этой точке.
Пример. Компания специализируется на выпуске хоккейных клюшек и наборов шахмат. Каждая клюшка приносит компании прибыль в размере $2, а каждый шахматный набор - в размере $4. На изготовление одной клюшки требуется четыре часа работы на участке A и два часа работы на участке B. Шахматный набор изготавливается с затратами шести часов на участке A, шести часов на участке B и одного часа на участке C. Доступная производственная мощность участка A составляет 120 н-часов в день, участка В - 72 н-часа и участка С - 10 н-часов.
Сколько клюшек и шахматных наборов должна выпускать компания ежедневно, чтобы получать максимальную прибыль?
Условия задач указанного класса часто представляют в табличной форме 
	Производственные участки
	Затраты времени на единицу продукции, н-час
	Доступный фонд времени, н-час
	Прибыль на единицу продукции, $

	
	
	
	клюшки
	наборы шахмат

	
	клюшки
	наборы шахмат
	
	
	

	А
	4
	6
	120
	2
	4

	В
	2
	6
	72
	
	

	С
	-
	1
	10
	
	


По данному условию сформулируем задачу линейного программирования.
Обозначим:  x1 - количество выпускаемых ежедневно хоккейных клюшек, x2 - количество выпускаемых ежедневно шахматных наборов.
Тогда задача линейного программирования формулируется следующим образом  z = 2x1 + 4x2 → max, при ограничениях  

где x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0.
Теперь построим прямые, соответствующие каждому из функциональных ограничений задачи.
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Эти прямые обозначены на рисунке (1), (2) и (3). Штрихи на прямых указывают полуплоскости, определяемые ограничениями задачи. Область допустимых решений включает в себя точки, для которых выполняются все ограничения задачи. В нашем случае область представляет собой пятиугольник (на рисунке обозначен ABCDO и окрашен синим цветом).
Прямая, соответствующая целевой функции, на рисунке представлена пунктирной линией. Прямую передвигаем параллельно самой себе вверх (направление указано стрелкой), поскольку именно при движении в этом направлении значение целевой функции увеличивается. Последней точкой многоугольника решений, с которой соприкоснется передвигаемая прямая, прежде чем покинет его, является точка C. Это и есть точка, соответствующая оптимальному решению задачи.
Осталось вычислить координаты точки С. Она является точкой пересечения прямых (1) и (2). Решив совместно уравнения этих прямых, найдем значения  x1 = 24 и x2 = 4. Подставляя найденные величины в целевую функцию, найдем ее значение в оптимальной точке.
Таким образом, для максимизации прибыли компании следует ежедневно выпускать 24 клюшки и 4 набора. Реализация такого плана обеспечит ежедневную прибыль в размере $64.
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Симплекс метод 
Симплекс метод - это метод последовательного перехода от одного базисного решения (вершины многогранника решений) системы ограничений задачи линейного программирования к другому базисному решению до тех пор, пока функция цели не примет оптимального значения (максимума или минимума).
Симплекс-метод является универсальным методом, которым можно решить любую задачу линейного программирования, в то время, как графический метод пригоден лишь для системы ограничений с двумя переменными.
Симплекс метод был предложен американским математиком Р.Данцигом в 1947 году, с тех пор для нужд промышленности этим методом нередко решаются задачи линейного программирования с тысячами переменных и ограничений.
Перед тем, как перейти к алгоритму симплекс метода, несколько определений.
Всякое неотрицательное решение системы ограничений называется допустимым решением.
Пусть имеется система m ограничений с n переменными (m < n).
Допустимым базисным решением является решение, содержащее m неотрицательных основных (базисных) переменных и n - m неосновных  (небазисных, или свободных) переменных. Неосновные переменные в базисном решении равны нулю, основные же переменные, как правило, отличны от нуля, то есть являются положительными числами.
Любые m переменных системы m линейных уравнений с n переменными называются основными, если определитель из коэффициентов при них отличен от нуля. Тогда остальные n – m переменных называются неосновными (или свободными).

Алгоритм симплекс метода
Шаг 1. Привести задачу линейного программирования к канонической форме. Для этого перенести свободные члены в правые части (если среди этих свободных членов окажутся отрицательные, то соответствующее уравнение или неравенство умножить на - 1) и в каждое ограничение ввести дополнительные переменные (со знаком "плюс", если в исходном неравенстве знак "меньше или равно", и со знаком "минус", если "больше или равно").
Шаг 2. Если в полученной системе m уравнений, то m переменных принять за основные, выразить основные переменные через неосновные и найти соответствующее базисное решение. Если найденное базисное решение окажется допустимым, перейти к допустимому базисному решению.
Шаг 3. Выразить функцию цели через неосновные переменные допустимого базисного решения. Если отыскивается максимум (минимум) линейной формы и в её выражении нет неосновных переменных с отрицательными (положительными) коэффициентами, то критерий оптимальности выполнен и полученное базисное решение является оптимальным - решение окончено. Если при нахождении максимума (минимума) линейной формы в её выражении имеется одна или несколько неосновных переменных с отрицательными (положительными) коэффициентами, перейти к новому базисному решению.
Шаг 4. Из неосновных переменных, входящих в линейную форму с отрицательными (положительными) коэффициентами, выбирают ту, которой соответствует наибольший (по модулю) коэффициент, и переводят её в основные. Переход к шагу 2.
Важные условия:
– если допустимое базисное решение даёт оптимум линейной формы (критерий оптимальности выполнен), а в выражении линейной формы через неосновные переменные отсутствует хотя бы одна из них, то полученное оптимальное решение - не единственное;
– если в выражении линейной формы имеется неосновная переменная с отрицательным коэффициентом в случае её максимизации (с положительным - в случае минимизации), а во все уравнения системы ограничений этого шага указанная переменная входит также с отрицательными коэффициентами или отсутствует, то линейная форма не ограничена при данной системе ограничений. В этом случае её максимальное (минимальное) значение записывают в виде 
Fmax = ∞ (Fmin = - ∞)

Тема 5. Двойственная задача линейного программирования

Составление двойственной задачи линейного программирования. Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к канонической задаче. Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к задаче, записанной в общей форме

Составление двойственной задачи линейного программирования
Для каждой задачи линейного программирования по определённым правилам можно составить соответствующую задачу, называемую двойственной задачей.
Рассмотрим прямую задачу линейного программирования и двойственную задачу.
Прямая задача. Максимизировать функцию
F = 
при ограничениях
,
где xj  ≥ 0 (j = 1, … , n) .
Двойственная задача. Минимизировать функцию
Z = 
при ограничениях
,
где yi  ≥ 0  (i = 1, … , m).
Эти задачи обладают следующими свойствами:
1. В прямой задаче ищется максимум функции цели (линейной формы), а в двойственной задаче - минимум.
2. Коэффициенты при переменных в функции цели прямой задачи являются свободными членами системы ограничений двойственной задачи, и наоборот, свободные члены системы ограничений прямой задачи - коэффициентами при переменных в функции цели двойственной задачи.
3. В каждой задаче система ограничений задаётся в виде неравенств, причём все они одного смысла, а именно: при нахождении максимума функции цели (прямая задача) эти неравенства записываются со знаком "меньше или равно", а при нахождении минимума (двойственная задача) - со знаком "больше или равно".
4. Коэффициенты при переменных в системах ограничений описываются матрицами
A =     и   A' = ,
которые являются транспонированными относительно друг друга.
5. Число неравенств в системе ограничений прямой задачи совпадает с числом переменных двойственной задачи.
6. Условия неотрицательности переменных сохраняются как в прямой, так и в двойственной задаче.

Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к канонической задаче
Две задачи линейного программирования, удовлетворяющие указанным выше условиям, называются симметричными взаимно-двойственными задачами.
Мы условимся называть их просто взаимно двойственными задачами.
Прямая и двойственная ей задача, взятые вместе, образуют пару взаимно двойственных задач, причём любую из них можно рассматривать как исходную, тогда другая окажется двойственной ей.
Итак, мы рассмотрели соответствие между прямой и двойственной задачей линейного программирования, правда, пока только для задач, записанных в канонической форме. Сформулируем правила составления задачи, двойственной по отношению к исходной для канонической задачи (а позже перейдём к задаче, записанной в общей форме):
1. Приводят все неравенства системы ограничений исходной задачи к неравенствам одного смысла (то есть с одним и тем же знаком): если в исходной задаче ищется максимум функции цели (линейной формы) - они записываются со знаком "меньше или равно", если же минимум - со знаком "больше или равно". Для этого неравенства, в которых это требование не выполняется, умножают на минус единицу.
2. Выписывают матрицу A коэффициентов при переменных исходной задачи, полученных после преобразований, описанных в предыдущем пункте, и составляют матрицу A', транспонированную относительно матрицы A.
3. Составляют систему ограничений двойственной задачи, взяв в качестве коэффициентов при переменных элементы матрицы A', а в качестве свободных членов - коэффициенты при переменных в функции цели исходной задачи и записывают неравенства противоположного смысла (то есть меняют знак) по сравнению с неравенствами, полученными в пункте 1.
4. Составляют функцию цели (линейную форму) двойственной задачи, приняв за коэффициенты при переменных свободные члены системы ограничений исходной задачи, полученные в пункте 1.
5. Указывают, что необходимо найти при решении двойственной задачи, а именно: минимум функции цели, если в исходной задаче ищется максимум, и максимум, если в исходной задаче ищется минимум.
6. Записывают условие неотрицательности переменных двойственной задачи.
Пример. Составить задачу, двойственную следующей: найти максимум функции  F =   при ограничениях

где .
Решение. Третье неравенство системы исходной задачи не удовлетворяет пункту 1 правил составления двойственной задачи. Поэтому умножим его на минус единицу:

Для облегчения составления двойственной задачи лучше пользоваться расширенной матрицей B, в которую наряду с коэффициентами при переменных системы ограничений исходной задачи запишем свободные члены и коэффициенты при переменных в функции цели, выделив для этой цели дополнительные столбец (отделён чертой) и строку (выделена красным цветом). Матрицу B транспонируем и, используя транспонированную матрицу B', составляем задачу, двойственную исходной. Матрицы B и B' имеют вид
B = ,  B' = .

Таким образом, двойственная задача линейного программирования сводится к нахождению минимума функции
Z = 
при ограничениях

где   .

Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к задаче, записанной в общей форме
Перейдём теперь к случаю составления двойственной задачи, когда прямая задача записана в общей форме (в системе ограничений могут быть неравенства с разными знаками, а также уравнения, условие неотрицательности переменных не обязательно). Для таких задач правила следующие:
1. Свободные члены в прямой задаче - коэффициенты функции цели в двойственной задаче.
2. Коэффициенты функции цели в прямой задаче - свободные члены в двойственной задаче.
3. Расширенная матрица в прямой задаче - транспонированная расширенная матрица в двойственной задаче.
4. j-й неизвестный в прямой задаче неотрицательный – j-е неравенство в двойственной задаче со знаком "больше или равно".
5. j-й неизвестный в прямой задаче без ограничения знака – j-е ограничение в двойственной задаче в виде уравнения.
6. j-й неизвестный в прямой задаче неположительный – j-е неравенство в двойственной задаче со знаком "меньше или равно".
7. i-е неравенство в прямой задаче со знаком "меньше или равно" – i-е неизвестный в двойственной задаче неотрицательный.
8. i-е ограничение в прямой задаче в виде уравнения – i-й неизвестный в двойственной задаче без ограничения знака.
9. i-е неравенство в прямой задаче со знаком "больше или равно" – i-й неизвестный в двойственной задаче неположительный.
Пример. Составить задачу, двойственную следующей: найти минимум функции  F = 5  при ограничениях

где  х1 ≥ 0, х2  – без ограничения знака, х3 ≤ 0.
Решение. Как видим, прямая задача записана в общей форме. Это будем учитывать при расстановке знаков в условиях двойственной задачи. А пока, как и в предыдущем примере, произведём универсальное действие - составим матрицу B прямой задачи и транспонированную матрицу B' двойственной задачи:
B = ,   B' = 
Таким образом, двойственная задача линейного программирования сводится к нахождению максимума функции  Z =  при ограничениях
,
где  y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 – без ограничения знака, y4 ≤ 0.

[bookmark: paragraph2]Тема 6. Основные теоремы двойственности

Первая теорема двойственности, соответствие между переменными в двойственных задачах. Вторая теорема двойственности. Пример использования теорем двойственности

Первая теорема двойственности, соответствие между переменными в двойственных задачах
Теория двойственности в линейном программировании строится на двух основных теоремах.
Теорема 1. Для прямой и двойственной задач в силе одно и только одно из следующих утверждений:
1. Если одна из задач линейного программирования имеет конечный оптимум, то и двойственная к ней задача также имеет конечный оптимум, причём оптимальные значения линейных форм обеих задач совпадают, т. е. Fmax = Zmin или Fmin = Zmax.
2. Если линейная форма одной из двойственных задач не ограничена, то условия другой задачи противоречивы.
3. Обе задачи не имеют решения, так как системы ограничений противоречивы.
Прежде чем сформулировать следующую теорему, установим соответствия между переменными в исходной и двойственной задачах. 
При решении симплекс методом исходной задачи для сведения системы неравенств к эквивалентной ей системе уравнений нужно ввести m добавочных неотрицательных переменных (по числу неравенств в системе ограничений)  xn+1, xn+2, ... , xn+i, ..., xn+m, где i = 1, 2, ..., m  означает номер неравенства, в которое была введена добавочная переменная xn+i.
Система ограничений двойственной задачи состоит из n неравенств, содержащих m переменных. Если решать эту задачу симплекс-методом, то следует ввести n добавочных неотрицательных переменных  ym+1, ym+2, ..., ym+j, ... , ym+n, где j = 1, 2, ..., n означает номер неравенства системы ограничений двойственной задачи, в которое была введена добавочная переменная ym+j.
Всё вышесказанное было приведено для того, чтобы установить следующее соответствие между переменными в исходной и двойственной задачах линейного программирования:
x1 ↔ ym+1
x2 ↔ ym+2
...
xj ↔ ym+j
...
xn ↔ ym+n
xn+1 ↔ y1
xn+2 ↔ y2
...
xn+i ↔ yi
...
xn+m ↔ ym
То есть, основные переменные исходной задачи, в порядке их следования, соответствуют добавочным переменным двойственной задачи, тоже в порядке их следования. В свою очередь добавочные переменные исходной задачи, в порядке их следования, соответствуют основным переменным двойственной задачи, также в порядке их следования.
Иными словами, каждой первоначальной переменной исходной задачи xj (j = 1, 2, ..., n) ставится в соответствие добавочная переменная ym+j, введённая в j-е неравенство двойственной задачи, а каждой добавочной переменной xn+i исходной задачи (i = 1, 2, ..., m), введённой в i-е неравенство исходной задачи, – первоначальная переменная yi двойственной задачи.
Всё вышесказанное, как уже было отмечено, станет более понятным из примера, который будет приведен после теоремы 2.

Вторая теорема двойственности. Пример использования теорем двойственности
Теорема 2. Компоненты оптимального решения одной из задач (прямой или двойственной) равны абсолютным величинам коэффициентов при соответствующих переменных в выражении функции цели (линейной формы) другой задачи (двойственной или прямой) при достижении ею оптимума и при условии, что полученное оптимальное решение не является вырожденным.
Из теорем 1 и 2 следует, что если решить одну из взаимно двойственных задач линейного программирования, то есть найти её оптимальное решение и оптимум функции цели, то можно записать оптимальное решение и оптимум функции цели другой задачи. Теперь пример, который поможет разложить всё вышеизложенное по полочкам.
Пример. На основании решений прямой и двойственной задач линейного программирования из примера предыдущей лекции убедиться в справедливости теорем 1 и 2. Дана исходная задача: найти максимум функции  F =  при ограничениях при ограничениях

где .
Составим двойственную ей задачу: найти минимум функции F = 2 при ограничениях

где .
Для решения прямой задачи симплекс-методом система ограничений-неравенств сводится к системе уравнений путём введения добавочных неотрицательных переменных x3, x4, x5, x6:

где .
Решив задачу симплекс-методом получим, что 
,
а максимум целевой функции Fmax = 13, при этом сама целевая функция выражается как F = . 
Система ограничений двойственной задачи сводится к системе уравнений путём введения добавочных переменных y5, y6:

где .
Решение двойственной задачи симплекс-методом даёт следующий ответ:
.
а минимум целевой функции Zmin = 13, при этом сама целевая функция выражается как  Z = .
Решив двойственную задачу, убеждаемся в справедливости первой части теоремы 1: двойственная задача тоже имеет конечный оптимум, причём Zmin = Fmax = 13.
Убедимся, что справедливо также и утверждение теоремы 2. Для этого запишем переменные прямой и двойственной задачи, соблюдая их соответствие:
x1 ↔ y5
x2 ↔ y6
x3 ↔ y1
x4 ↔ y2
x5 ↔ y3
x6 ↔ y4
Как видим, основные переменные исходной задачи, в порядке их следования, соответствуют добавочным переменным двойственной задачи, тоже в порядке их следования. В свою очередь добавочные переменные исходной задачи, в порядке их следования, соответствуют основным переменным двойственной задачи, также в порядке их следования.
Функцию цели, полученную на последнем шаге решения двойственной задачи, выразим через все переменные этой задачи:
Z = .
Рассматривая коэффициенты при переменных yj в этой функции цели и учитывая их соответствие коэффициентам при переменных xi, получим решение (4; 1; 0; 5; 4; 0), совпадающее с решением прямой задачи.
Замечание. Решив прямую задачу, можно сразу получить решение двойственной задачи линейного программирования. Если выразить функцию цели, полученную при решении прямой задачи, через все переменные задачи, то получим
Z = .
На основании теоремы 2, учитывая соответствие между переменными в прямой и двойственной задачах и взяв абсолютную величину коэффициентов при переменных, найдём оптимальное решение двойственной задачи (2/3; 0; 0; 7/3; 0; 0). При этом Zmin = Fmax = 13.
Пример. Убедиться в том, что системы ограничений прямой задачи
F = 5→max

где  и двойственной задачи
Z = →min

несовместны.
Решение. Вычтем из второго уравнения системы ограничений прямой задачи первое уравнение той же системы. Получим –2x3 = 1. Это уравнение не имеет решения, так как  x3 ≥ 0. Таким образом, система ограничений прямой задачи несовместна.
Сложим первые два неравенства системы ограничений двойственной задачи. Получим  0 ≥ 3, что невозможно. Таким образом, системы ограничений и прямой, и двойственной задачи несовместны. Согласно части 3 теоремы 1 двойственности, обе задачи не имеют решений.







Раздел 3. Математические модели в финансовых операциях

Тема 1. Проценты и процентные ставки. Сложные процентные ставки наращения

Проценты и процентные ставки. Сложные процентные ставки наращения. 

[bookmark: _TOC_250021]Проценты и процентные ставки
При анализе финансовых операций основополагающим принципом является неравноценность денег во времени. Стоимость рубля сегодня больше стоимости рубля в будущем. В связи с этим в долгосрочных финансовых операциях учитываются и размеры денежных сумм, и фактор времени.
Если в настоящее время один рубль можно инвестировать под заданный процент на заданный период, то по прошествии этого периода инвестор получит один рубль плюс процент.
Определение 1. Проценты – это абсолютная величина дохода от предоставления денег в долг в любой его форме.
Определение 2. Наращенная сумма ссуды – это первоначальная сумма плюс начисленные к концу срока ссуды проценты.
Если S – наращенная сумма ссуды, 𝑃 – первоначальная сумма ссуды, 𝐼  – начисленные к концу срока ссуды проценты, то наращенную сумму ссуды можно выразить следующей формулой:
𝑆=𝑃+𝐼                                                           (1)
Определение 3. Процентная ставка наращения – это отношение процентов за год к сумме долга.
Процентная ставка является измерителем степени доходности любой финансовой операции. В этом случае процентная ставка называется доходностью.
Рассмотрим простую процентную ставку наращения.
Определение 4. Простая процентная ставка наращения – это ставка, при ко­ торой база начисления всегда остается постоянной.
Если 𝐼 – проценты за весь срок ссуды, 𝑛 – срок ссуды в годах, 𝑖 – простая годовая ставка наращения, то
𝐼=𝑃𝑛𝑖                                                              (2)
Подставив (2) в (1), получим формулу простых процентов:
𝑆 = 𝑃(1 + 𝑛𝑖)                                                      (3)
Множитель 𝑞 = 1 +𝑛𝑖 называется множителем наращения простых процентов.
Пример 1. Ссуда в размере 2 500 000 рублей выдана на срок 0,7 года под простые проценты – 18 % годовых. Определить проценты и наращенную сумму.
Решение. Воспользуемся формулами (1) и (2). 
𝐼 = 𝑃𝑛𝑖 = 2 500 000 ∙0,7∙ 0,18 = 315 000руб.,
𝑆=𝑃+𝐼= 2 500 000 + 315 000 = 2 815 000руб.
Если 𝑡 – число дней ссуды, K – временная база или число дней в году, то срок ссуды рассчитывается по формуле
 .                                                           (4)
Существует несколько общепринятых временных баз. Первая – обыкновенные проценты, где 𝐾 = 360. Вторая – точные проценты, где K = 365 или K = 366 в зависимости от количества дней в году.
При расчете срока ссуды при начислении по простым процентам могут быть использованы следующие методы:
– точные проценты с точным числом дней ссуды – 365/365. Количество дней ссуды рассчитывается точно по календарю. Первый и последний дни ссуды принимаются за один. 𝐾= 365;
– обыкновенные проценты с точным числом дней ссуды—365/360.Количество дней ссуды рассчитывается точно по календарю. Первый и последний дни ссуды принимаются за один. 𝐾= 360;
– обыкновенные проценты с приближенным числом дней ссуды – 360/360. Количество дней в каждом месяце принимается равным 30. 𝐾= 360.
Пример 2. Ссуда в размере 8 000 000 рублей выдана 28 января по15 июня включительно под простые проценты – 15 % годовых. Тремя методами определить величину долга в конце срока ссуды. Считать, что в феврале 28 дней.
Решение.
1) 365/365. 𝑡 = 4 + 28 + 31 + 30 + 31 + 15 − 1 = 138 дней, 𝑛 = 138/365 = 0,37808219;
𝑆= 8 000 000·(1 + 0,37808219·0,15) = 8 453 698,63 руб.
2) 365/360. 𝑡 = 4 + 28 + 31 + 30 + 31 + 15 − 1 = 138 дней, 𝑛 = 138/360 = 0,38333333;
𝑆= 8 000 000·(1 + 0,38333333·0.15) = 8 460 000,00руб.
3) 360/360. 𝑡 = 3 + 4·30 + 15 − 1 = 137 дней, 𝑛 = 137/360 = 0,38055556,
𝑆 = 8 000 000·(1 + 0.38055556·0.15) = 8 456 666,67руб.
Если 𝑛1, 𝑛2,,  . . . ,, 𝑛𝑘 – интервалы времени, следующие друг за другом, 𝑖1, 𝑖2,  . . .  , 𝑖𝑘 – ставки, изменяющиеся во времени и соответствующие этим интервалам, то нара­ щенная сумма может быть вычислена по формуле
S = P∙(1 + ).

Сложные процентные ставки наращения
Рассмотрим сложные процентные ставки наращения.
Определение 5. Сложная процентная ставка наращения – ставка, при которой база начисления является переменной, то есть проценты начисляются на проценты.
Инвестируя каждый год сумму в 𝑃 руб. вместе с полученными за год на нее процентами по процентной ставке 𝑖, получим в первый год 𝑃(1 +𝑖) руб., во второй год–𝑃(1 +𝑖)(𝑖+𝑖) руб., в третий – 𝑃(1 +𝑖)(1 +𝑖)(1 +𝑖) руб. и т.д. Таким образом, формула сложных процентов имеет вид:
𝑆=𝑃(1 +𝑖)n                                                         (5)
где 𝑛 – число лет инвестирования.
Пример 3. Какой величины достигнет долг, равный 20 000 руб., через 5 лет при росте по сложной ставке наращения 16.9 % годовых?
Решение. Воспользуемся формулой (5):  20 000·(1 + 0.169)5 = 43 661.89руб.
При наращении по сложным процентам наращенная сумма быстро растет с увеличением числа лет. На рисунке ниже представлена зависимость множителя наращения (1 +𝑖)𝑛 от числа лет для разных значений ставки.
[image: ]
Если срок для начисления процентов является дробным числом, то для расчета наращенной суммы можно использовать как общий метод расчета по формуле (5), так и смешанный. При использовании смешанного метода дробное число лет представляется в виде суммы целого числа лет α и его дробной части 𝛽. Наращенная сумма в этом случае определяется формулой
𝑆=𝑃(1 +𝑖)α(1 +𝛽𝑖).
Пример 4. Какой величины достигнет долг, равный 20 000руб., через 2.7 года при росте по сложной ставке наращения 16.9 % годовых? Вычислить двумя методами.
Решение. Первый метод: 20 000·(1 + 0,169)2,7 = 30 488,02руб.
Второй метод: 20 000·(1 + 0,169)2 ·(1 + 0,7·0,169) = 30 564,50руб.	
В финансовых операциях в качестве периода наращения процентов можно использовать также месяц, квартал или любой другой период. В этом случае говорят, что проценты начисляются 𝑚 раз в году. При этом в контрактах фиксируется годовая ставка, которая в этом случае называется номинальной. Сложная процентная ставка наращения является частным случаем номинальной ставки. Если номинальную ставку обозначить через 𝑗, то проценты за один период начисляются по ставке 𝑗/𝑚, а количество начислений равно 𝑚𝑛. Наращенная сумма при использовании номинальной процентной ставки наращения определяется по формуле
S = P                                                        (6)
Пример 5. Какой величины достигнет долг, равный 20 000руб., через 2.7 года при росте по сложной ставке наращения 16.9 % годовых, если начисление процентов происходит: 1) раз в году, 2) помесячно?
Решение. 1) 20 000·(1 + 0,169)2.7 = 30 488,02руб.
2) 20 000· 31 464,16 руб.

Тема 2. Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки

Сила роста. Учетные ставки. Эквивалентные процентные ставки.

Сила роста
Если в формуле (6) периоды начисления уменьшать, то количество этих периодов будет увеличиваться. В пределе при стремлении длительности периодов к нулю их число стремится к бесконечности. В этом случае начисление процентов называют непрерывным, а процентную ставку называют силой роста. Сила роста используется при анализе сложных финансовых проблем, например при анализе характеристик ценных бумаг.
Сила роста может меняться во времени. В этом случае она называется переменной, иначе – постоянной. Формула для наращенной суммы при непрерывном начислении процентов для постоянной силы роста 𝜎 при стремлении 𝑚 к бесконечности имеет вид:
S =  = P∙exp(jn) = P∙exp(σn)                      (7)
Связь дискретных ставок 𝑖 и 𝑗 с силой роста 𝜎 определяют следующие равенства:
𝑖 = exp(𝜎) – 1   и   𝑗=𝑚(exp(𝜎/𝑚)−1).
Пример 6. На сумму 15 000 руб. начисляются проценты по сложной годовой ставке 𝑖 = 22 % в течение 3.5 лет. Определить силу роста и наращенную сумму при дискретном и непрерывном начислении.
Решение. Сила роста равна 𝜎= ln(1 + 0.22) = 0,19885084 = 19,885084 %. Наращенная сумма при непрерывном начислении: 𝑆= 15 000 exp(0,19885084∙3.5) =·

= 30 085,04руб. Наращенная сумма при дискретном начислении: 𝑆 = 15 000∙(1 + 0,22)3,5 = 30 085,04руб.	
Если переменная сила роста изменяется во времени 𝜎𝑡 = 𝑓(𝑡), то наращенная сумма определяется соотношением:
S = P∙exp.
При дисконтировании суммы 𝑆, которая будет выдана через срок 𝑛 по ставке дисконтирования 𝑖, вычисляется современная величина (стоимость) 𝑃 суммы 𝑆. Для рассмотренных типов процентов получаем:
, ,  ,   P = S∙exp(–σn)                      (8)
Множители (1+𝑛𝑖)−1, (1+𝑖)−𝑛, (1+𝑗/𝑚)−𝑚𝑛, exp(–𝜎𝑛) называются дисконтными множителями. А разность между  𝑆  и 𝑃 называется дисконтом с суммы 𝑆.

Учетные ставки
Рассмотрим вопрос учетных ставок.
Банк может учесть вексель до наступления срока платежа с дисконтом, т.е. купить его у владельца по цене, которая меньше номинала 𝑆, указанного в векселе.
Размер дисконта 𝐷 при учете по простой процентной учетной ставке 𝑑 за срок 𝑛 от момента учета до момента погашения задается формулой
𝐷=𝑆𝑛𝑑.
Отсюда можно получить формулу для расчета суммы, выплачиваемой владельцу векселя, с учетом простой процентной ставки
𝑃=𝑆(1−𝑛𝑑).                                                         (9)
Множитель 1–𝑛𝑑 называется дисконтным множителем. При расчетах обычно при­ меняют 𝐾= 360.
При использовании сложной учетной ставки каждый раз данная ставка применяется не к первоначальной сумме, а к сумме, дисконтированной на предыдущем шаге по времени. Поэтому сумма, выдаваемая банком при учете векселя, со сложной процентной ставкой 𝑑 рассчитывается по формуле
𝑃=𝑆(1−𝑑)𝑛.                                                       (2.10)
Пример 7. Вексель на сумму 20 000руб., срок по которому наступит через 1,8 года, учтен по сложной процентной ставке 18 % годовых. Определить сумму, получаемую владельцем векселя при учете, и дисконт при ежегодном и ежемесячном дисконтировании.
Решение. При ежегодном дисконтировании: 𝑃 = 20 000·(1−0,18)1,8 = 13 992,49 руб., 𝐷= 20 000−13 992,49 = 6 007,51руб. При ежемесячном дисконтировании:
𝑃= 20 000·(1 – 0,18/12)12·1,8 = 14 429,52руб., 𝐷 = 20 000−14 429,52 = 5 570,48руб.
Рассмотрим вопрос с определением срока ссуды и величины процентной ставки. Формулы для определения срока ссуды и величины процентной ставки при начислении по простым процентам можно представить в следующем виде:
,  .                                                     (11)
Формулы для определения срока ссуды и величины процентной ставки при начислении по сложным процентам можно представить в следующем виде:
, i = (S/P)-n – 1.                                            (12)

Эквивалентные процентные ставки
Перейдем к вопросу эквивалентности процентных ставок.
Определение 6. Эквивалентными процентными ставками называются любые две из рассмотренных ранее (простая процентная ставка наращения, сложная процентная ставка наращения, номинальная процентная ставка наращения, сила роста, простая учетная ставка, сложная учетная ставка), которые при замене одной на другую приводят к одинаковым финансовым результатам, то естьотношения сторон в рамках одной финансовой операции не изменяются.
Определим условие эквивалентности между простой и сложной процентными ставками наращения. Для этого полагаем, что начальные и наращенные суммы при применении рассматриваемых ставок одинаковы. Приравняем их множители наращения:
1+𝑛𝑖 = (1 +𝑎)𝑛.
Здесь 𝑖 и 𝑎 – простая и сложная ставки наращения соответственно. Выразим из этого уравнения ставки наращения и получим
,   .
Найдем соотношения эквивалентности между номинальной процентной ставкой наращения 𝑗 и сложной процентной ставкой наращения 𝑎. В этом случае сложная процентная ставка наращения называется эффективной ставкой процентов.
Определение 7. Эффективная ставка процентов – это годовая ставка сложных процентов при начислении раз в году, которая дает тот же результат, что и m-разовое начисление процентов по ставке 𝑗/𝑚.
Приравняем их множители наращения и получим
(1 +𝑎) 𝑛 = (1 +𝑗/𝑚)𝑚𝑛.
Выразив из этого уравнения 𝑎 и 𝑗, получим
𝑎 = (1 +𝑗/𝑚)𝑚,  .
Соотношение эквивалентности между номинальной процентной ставкой наращения 𝑗 и силой роста 𝜎 определяется из соотношения
exp(𝜎𝑛) = (1 +𝑗/𝑚)𝑚𝑛.
Отсюда
,  .
Эквивалентность процентных ставок для любых двух рассмотренных выше ставок определяется аналогичным образом.
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Потоки платежей. Ренты. Рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке. Срочная рента. Рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке и неоднократными выплатами

Потоки платежей
Определение 8. Потоки платежей – это платежи, последовательные во времени.
К потокам платежей относятся выплаты по купонам облигаций, пенсии и т.д.
Определение 9. Регулярный поток платежей (финансовая рента, аннуитет) – платежи, у которых все выплаты направлены в одну сторону (например, поступления), а интервалы (периоды) между платежами одинаковы.
Определение 10. Нерегулярный поток платежей – платежи, у которых часть выплат является положительными величинами (поступлениями), а другая часть – отрицательными величинами (выплаты сторонним организациям). Интервалы между платежами в этом случае могут быть не равны друг другу.
Определение 11. Наращенная сумма потока платежей – это сумма всех выплат с начисленными на них к концу срока сложными процентами.
Определение 12. Современная стоимость потока платежей – это сумма всех выплат, дисконтированных на начало срока данного потока по сложной процентной ставке.
Пусть 𝑅1, 𝑅2,  . . .  , 𝑅𝐾 – ряд платежей, имеющих знак «+» или «–», 𝑘 = 1,2, . . . ,𝐾, 𝐾 – количество выплат, 𝑡𝑘 – время выплаты под номером 𝑘, 𝑡𝐾 – общий срок выплат, 𝑖 – сложная процентная ставка наращения, начисляемая один раз в году. Выплаты производятся в конце периода. В соответствии с определением наращенная сумма потока платежей рассчитывается по формуле
.                                           (13)
Современная стоимость потока платежей определяется соотношением
.                                                     (14)
Наращенная сумма потока платежей и современная стоимость потока платежей связаны соотношением
𝑆=𝐴(1 + 𝑖)𝑡𝑘 .                                                    (15)
Пример 8. Имеется следующий график платежей во времени:
· 01.01.2018г. — 20 000руб.;
· 01.07.2018г. — 30 000руб.;
· 01.01.2019г. — 10 000руб.;
· 01.01.2020г. — 40 000руб.
Определите сумму задолженности на 01.01.2020 г. и ее современную стоимость на момент выплаты первой суммы при ставке наращения 15 % годовых.
Решение. Применим формулу(13):
S = 20 000∙1,152  + 30 000∙1,151,5  + 10 000∙1,15 + 40 000 = 114 947,13 руб. 
Применим формулу(14):
A = 20 000 + 30 000/1,150,5 + 10 000/1,15 + 40 000/1,152 = 86 916,54руб.
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Ренты
Рассмотрим годовую ренту.
Определение 13. Постоянная рента – рента, выплаты которой не изменяются во времени.
По моменту выплат в пределах между началом и концом периода ренты делятся
на:
· постнумерандо (обыкновенные) – выплаты производятся в конце периода;
· пренумерандо – выплаты производятся в начале периода;
· ренты с платежами в середине периода.
Далее рассматривать будем ренты постнумерандо. Годовая рента постнумерандо предусматривает выплаты и начисления процентов один раз в конце года.
Определим наращенную сумму годовой ренты. Пусть в течение 𝑛 лет в банк в конце года вносится 𝑅 руб., на которые начисляются сложные проценты по ставке 𝑖 % годовых. Таким образом, на первый взнос проценты начисляются 𝑛−1 год, на второй —𝑛−2 года и т.д. Наращенная сумма к концу срока будет
.       (16)
Множитель 𝑠𝑛;𝑖 = ((1 + 𝑖) 𝑛 – 1)𝑖−1 называется коэффициентом наращения ренты.
Для определения современной стоимости годовой ренты необходимо каждый платеж продисконтировать на начало срока ренты и сложить все дисконтированные платежи:
.                  (17)
Множитель 𝑎𝑛;𝑖 = (1–(1 +𝑖)−𝑛)𝑖−1 называется коэффициентом приведения ренты. 
Пример 9. В фонд ежегодно в течение семи лет в конце года поступают средства по 10 000руб. На эти средства начисляются проценты по ставке 15 % годовых. Определить коэффициенты наращения и приведения ренты, величину фонда на конец срока и его современную стоимость.
Решение. Коэффициент наращивания  s𝑛;𝑖 =  = 11,066799. Коэффициент приведения: 𝑎𝑛;𝑖 =  = 4,16042. Современная стоимость: 10 000∙4,16042 = 41 604,2 руб. 

Ренты с начислением процентов по номинальной процентной ставке
Рассмотрим ренты с начислением процентов по номинальной процентной ставке.
Для годовой ренты с начислением процентов по номинальной процентной ставке проценты начисляются 𝑚 раз в году каждый по ставке 𝑗/𝑚, где 𝑗 – номинальная ставка.
Срок ренты равен 𝑛 лет. Аналогично (16) и (17) наращенная сумма и современная стоимость ренты определяются по формулам:


.                                                      (18)

.                (19)

Множители  =   и   =   называются коэффициентами наращения и приведения ренты соответственно.
Пример 10. В фонд ежегодно в течение семи лет в конце года поступают средства по 10 000руб. На эти средства поквартально начисляются проценты по номинальной ставке 15 % годовых. Определить коэффициенты наращения и приведения ренты, величину фонда на конец срока и его современную стоимость.
Решение. Коэффициент наращения:  =  = 11.366392. Наращенная сумма: S = 10 000∙11,366392 = 113 663,92 руб. Коэффициент приведения:  =  = 4,0546724. Современная стоимость: 10 000∙4,0546724 = 40 546,72 руб. 

Срочная рента
Рассмотрим ренты с неоднократными выплатами в году.
Определение. Если выплаты производятся 𝑝 раз в году, то такая рента называется -срочной, или рентой с неоднократными выплатами в году.
Начисления на первую выплату каждого года, равную 𝑅/𝑝, производятся  лет, на вторую  –   лет и т.д. Наращенная сумма за каждый год в конце года составит
.
Сумма всех ежегодных платежей, равных 𝑅1, в течение 𝑛 лет вычисляется по формуле
S = .                                    (20)
Множитель  =   называется коэффициентом приведения ренты.
 Пример 11. В фонд ежегодно в течение семи лет в конце года поступают средства по 10 000 рублей. На эти средства поквартально начисляются проценты по ставке 15 % годовых. Выплаты производятся в конце квартала. Определить коэффициенты наращения и приведения ренты, величину фонда на конец срока и его современную стоимость.
Решение. Коэффициент наращения:  =  = 11, 671179. Наращенная сумма: S = 10 000∙11?671179 = 116711,79. Коэффициент приведения:  =  = 4,387629 руб.

Рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке и неоднократными выплатами
Самым общим типом является рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке и неоднократными выплатами в году. В любом году производится 𝑝выплат по 𝑅/𝑝 рублей, где 𝑅 –  годовая выплата. Количество начислений процентов в году по номинальной ставке 𝑗 равно 𝑚. Срок ренты равен 𝑛 лет. В этом случае наращенная сумма на все выплаты года к концу этого года определяется соотношением
.
Наращенная сумма всей ренты

.                                                      (22)
Множитель   =  – коэффициент наращения ренты. Аналогично можно получить стоимость всей ренты:
.                                                (23)
Множитель  =  – коэффициент приведения ренты.
Пример 12. В фонд ежегодно в течение семи лет в конце года поступают средства по 10 000рублей. На эти средства поквартально начисляются проценты по ставке 15 % годовых. Выплаты производятся в конце квартала, а проценты начисляются ежемесячно. Определить коэффициенты наращения и приведения ренты, величину фонда на конец срока и его современную стоимость.
Решение. Коэффициент наращения:  =  = 12, 10876. Наращенная сумма: S = 10 000∙12,10876 = 121 087,6 руб. Коэффициент приведения:  =  = 4,264981. Совместная стоимость: 10 000∙4,264981 = 42 649,81 руб. 
2 Практический раздел ЭУМК

2.1 Задания к занятиям по разделу 2 «Основы линейного программирования»

Задания к практическим занятиям

ПЗ№ 1 Тема: Основы линейного программирования

1. Небольшая фирма производит книжные шкафы и столы. На изготовление одного книжного шкафа расходуются 1,5 м2 древесностружечной плиты, 1 м2 пластика и 3 человеко-часов рабочего времени. Аналогичные данные для стола даются цифрами: 2 м2 древесно-стружечной плиты; 2/3 м2 пластика и 2,5 человеко-часа. Прибыль от реализации одного книжного шкафа составляет 500 руб, а стола – 400 руб. В течение одного месяца в распоряжении фирмы имеются: 360 м2 древесно-стружечной плиты, 160 м2 пластика и 560 человеко-часов рабочего времени. В каких количествах следует ежемесячно выпускать книжные шкафы и столы, чтобы ожидаемая месячная прибыль была максимальной? Какова эта прибыль? 
2. На двух торговых базах  А и В имеется 30 гарнитуров мебели, по 15 на каждой. Всю мебель требуется доставить в два мебельных магазина С и Д, причем в С надо доставить 10 гарнитуров, а в Д  – 20. Известно, что доставка одного гарнитура с базы  А в магазин  С обходится в одну денежную единицу, в магазин  Д – в три денежных единицы. Соответственно с базы В в магазины  С и Д: две и пять денежных единиц. Составить план перевозок так, чтобы стоимость всех перевозок была наименьшей.
3. Металлургическому комбинату требуется уголь с содержанием фосфора не более 0,03 % и с долей зольных примесей не более 3,25 %. Комбинат закупает три сорта угля А, В и С, с известным содержанием примесей. В какой пропорции нужно смешивать сорта угля А, В и С, чтобы полученная смесь удовлетворяла ограничениям на содержание примесей и имела минимальную цену?
Содержание примесей и цена каждого сорта угля приведены в таблице.
	Сорт угля
	Содержание, %
	Цена 1 т., руб.

	
	фосфора
	золы
	

	А
	0,06
	2,0
	30

	В
	0,04
	4,0
	30

	С
	0,02
	3,0
	45









4. Намечается выпуск двух видов костюмов – мужских и женских. На женский костюм требуется 1 м шерсти, 2 м лавсана и 1 человеко-день трудозатрат. На мужской костюм – 3,5 м шерсти, 0,5 м лавсана и 1 человеко-день трудозатрат. Всего имеется 350 м шерсти, 240 м лавсана и 150 человеко-дней трудозатрат. Требуется определить, сколько костюмов каждого вида необходимо сшить, чтобы обеспечить максимальную прибыль, если прибыль от реализации женского костюма составляет 10 денежных единиц, а от мужского – 20 денежных единиц. При этом следует иметь в виду, что необходимо сшить не менее 60 мужских костюмов.
5. Рацион для питания животных на ферме состоит из двух видов кормов I и II. Один кг корма I вида стоит 80 р. и содержит: 3 ед. белков, 1 ед. жиров, 1 ед. углеводов, 2 ед. нитратов. Один кг корма II вида стоит 10 р. и содержит: 1 ед. белков, 3 ед. жиров, 8 ед. углеводов, 4 ед. нитратов.
Составить наиболее дешевый рацион питания, обеспечивающий белков не менее 9 ед., жиров не менее 6 ед., углеводов не менее 8 ед., нитратов не более 16 ед. 
6. На двух автоматических линиях выпускают аппараты трех типов: А, В и С. Другие данные условия задачи приведены в таблице.
Составить такой план загрузки станков, чтобы затраты были минимальными, а задание выполнено не более чем за 10 суток.

	Тип аппарата
	Производительность
работы линий, шт/сут
	Затраты на работу линий, р/сут
	
План, шт

	
	1
	2
	1
	2
	

	А
	4
	3
	400
	300
	20

	В
	6
	5
	100
	200
	40

	С
	8
	2
	300
	400
	50



ПЗ№ 2 Тема: Основы линейного программирования

1. Следующую задачу линейного программирования привести к каноническому виду: F = 5x1 + 3x2 → max при ограничениях:

2. Привести к канонической форме следующую задачу линейного программирования.
F = 2x1 – x2 + 4x3 – 2x4 → min
при ограничениях:

где x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 (обратим внимание, что переменные x3 и x4 имеют произвольный знак).
3. Привести к каноническому виду задачу линейного программирования
F = → min
при ограничениях

где  .
4. Привести к канонической форме задачи линейного программирования:
F = → min
при ограничениях

где  .

ПЗ№ 3-4 Тема: Некоторые методы решения задач линейного программирования
1. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции   F = x1 + 3x2   при ограничениях

2. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти минимум функции  F = 5x1 + 6x2   при ограничениях

3. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции   F = 2x1 + 3x2   при ограничениях

где .
4. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти минимум функции F = 5x1 + 6x2   при ограничениях

где .
5. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции F = x1 + 2x2   при ограничениях


6. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции F = x1 – x2 при ограничениях

7. Решить графическим методом задачу линейного программирования, в которой требуется найти максимум функции F = x1 – x2  при ограничениях


2.2 Задания для самостоятельной работы слушателей по «Экономико-математическому моделированию»

Тема 1 Транспортная задача

Задание: изучение материалов лекции и дополнительной литературы по вопросам темы.
Форма контроля – коллоквиум.

Тема 2 Двойственная задача линейного программирования

Задание 1: изучение материалов лекции и дополнительной литературы по вопросам темы.
Форма контроля – коллоквиум.

Тема 3 Основные теоремы двойственности

Задание 1: изучение материалов лекции и дополнительной литературы по вопросам темы.
Форма контроля – коллоквиум.

Тема 4 Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки

Задание 1: изучение материалов лекции и дополнительной литературы по вопросам темы.
Форма контроля – коллоквиум.

Тема 5 Потоки платежей. Ренты
Задание 1: изучение материалов лекции и дополнительной литературы по вопросам темы.
Форма контроля – коллоквиум.




























3 Раздел контроля знаний ЭУМК

3.1 Вопросы для зачета по учебной дисциплине «Экономико-математическому моделированию»

1. Экономико-математические модели.
2. Решение экономико-математической модели.
3. Построение экономико-математической модели.
4. Классификация экономико-математических моделей.
5. Задача распределения ресурсов.
6. Задачи управления запасами.
7. Задачи систем массового обслуживания.
8. Сетевые задачи.
9. Задачи теории игр.
10. Комбинированные задачи.
11. Общая постановка задачи оптимизации.
12. Цели и задачи линейного программирования. 
13. Общая постановка задачи линейного программирования.
14. Основные теоремы линейного программирования.
15. Приведение задачи линейного программирования к стандартной форме.
16. Определение оптимального ассортимента.
17. Оптимальное распределение взаимозаменяемых ресурсов.
18. Задача о смесях.
19. Геометрическое решение задач линейного программирования.
20. Симплекс метод.
21. Алгоритм симплекс метода.
22. Проценты и процентные ставки.
23. Сложные процентные ставки наращения.














4 Вспомогательный раздел ЭУМК

4.1 Учебно-тематический план переподготовки слушателей специальности 1 – 21 06 74  «Современный иностранный язык (внешнеэкономическая деятельность)» вечерней формы получения образования по учебной дисциплине «Экономико-математическое моделирование»

	Наименование тем и форм текущей аттестации
	Количество учебных часов
	Этапы
	Кафедра

	
	Всего
	Распределение по видам занятий
	
	

	
	
	аудиторные занятие
	Самостоятельная работа
	
	

	
	
	Лекции 
	практические занятия
	семинарские занятия
	Круглые столы, тематические дискуссии
	Лабораторные занятия
	Деловые игры 
	Тренинги
	Конференции
	
	
	

	2.2 Экономико-математическое моделирование
	30
	12
	8
	
	
	
	
	
	
	10
	
	кафедра переподготовки и повышения квалификации

	Раздел 1 Введение в экономико-математическое моделирование
	4
	4
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.1 Экономико-математические методы и моделирование
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.2 Типовые задачи экономико-математического моделирования
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	Раздел 2 Основы линейного программирования
	20
	6
	8
	
	
	
	
	
	
	6
	
	

	2.2.3 Основы линейного программирования
	6
	2
	4
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.4 Примеры экономических задач, приводящихся к задачам линейного программирования
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.5 Транспортная задача
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.6 Некоторые методы решения задач линейного программирования
	6
	2
	4
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.7 Двойственная задача линейного программирования
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.8 Основные теоремы двойственности
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Раздел 3 Математические модели в финансовых операциях
	6
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	4
	
	

	2.2.9 Проценты и процентные ставки. Сложные процентные ставки наращения
	2
	2
	-
	
	
	
	
	
	
	-
	
	

	2.2.10 Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	2.2.11 Потоки платежей. Ренты
	2
	-
	-
	
	
	
	
	
	
	2
	
	

	Форма текущей аттестации
	
	зачет
	
	
	
	
	
	
	
	1
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время математика всё шире проникает в повседневную жизнь, всё более внедряется в традиционно далёкие от неё области. Компьютеризация общества, внедрение современных информационных технологий требуют математической грамотности человека на каждом рабочем месте. Это предполагает и конкретные математические знания, и определённый стиль мышления, вырабатываемый математикой. Всё больше специальностей, требующих высокого уровня образования, связано с непосредственным применением математики. Поэтому дисциплина «Экономико-математическое моделирование» для специалистов экономического профиля становится профессионально значимым предметом.
	Освоение слушателями основ экономико-математического моделирования направлено на повышение качества подготовки их как специалистов, обладающих широкими и многогранными знаниями в области применения математики для решения различных экономических задач.
	Целью учебной дисциплины «Экономико-математическое моделирование» является овладение слушателями знаний о различных математических методах построения, изучения и решения математических моделей реальных экономических объектов или процессов.
	Задачами дисциплины являются:
– ознакомление слушателей с основами математического моделирования: построения математических моделей и их классификации;
– анализ и подбор основных способов и методов нахождения наиболее эффективных решений построенных или предложенных математических моделей;
– формирование умений и навыков использования математического языка и аппарата при описании экономических явлений и процессов;
– усвоение слушателями основных понятий, формул и теорем курса;
– приобретение компетенций, связанных с применением математического аппарата для решения конкретных экономических задач.
	Основными методами обучения являются лекционное изложение нового материала и решение практических задач с использованием коммуникативных технологий, основанных на активных формах и методах обучения.
	Основными средствами обучения являются: краткие конспекты лекций, учебники и учебные пособия, тесты, мультимедийные презентации, раздаточные материалы.
Содержание и формы самостоятельной работы слушателей, а также модель рейтинговой системы оценки знаний, обеспечивающие контрольно-оценочную деятельность преподавателя за результатами обучения слушателей, определяются в соответствии с целями и задачами подготовки специалистов. Основные формы самостоятельной работы: изучение и анализ как дополнительного лекционного курса, предлагаемого преподавателем, так и классической и современной литературы по указанным разделам математики, решение предлагаемых практических задач по указанным темам.
В результате обучения слушатель в рамках изучения программы должен приобрести следующие компетенции: описывать экономические процессы и явления математическим языком, то есть строить математические модели, их классифицировать, подбирать и применять соответствующие методы решения.
Распределение учебных часов по видам занятий в заочной форме получения образования: лекции – 12 часов, практические занятия – 8 часов, самостоятельная работа – 10 часов. 
Форма текущей аттестации – зачет.





















СОДЕРЖАНИЕ ПРОГРАММЫ

Раздел 1. Введение в экономико-математическое моделирование

Тема 1. Экономико-математические методы и моделирование

Экономико-математические модели. Решение экономико-математической модели. Построение экономико-математической модели. Классификация экономико-математических моделей

Тема 2. Типовые задачи экономико-математического моделирования

Задача распределения ресурсов. Задачи управления запасами. Задачи систем массового обслуживания. Сетевые задачи. Задачи теории игр. Комбинированные задачи. Общая постановка задачи оптимизации.

Раздел 2. Основы линейного программирования

Тема 1. Основы линейного программирования

Цели и задачи линейного программирования. Общая постановка задачи линейного программирования. Основные теоремы линейного программирования. Приведение задачи линейного программирования к стандартной форме.

Тема 2. Примеры экономических задач, приводящихся к задачам линейного программирования

Определение оптимального ассортимента. Оптимальное распределение взаимозаменяемых ресурсов. Задача о смесях.

Тема 3. Транспортная задача

Цель решения транспортной задачи и основные обозначения. Алгоритм решения транспортной задачи распределительным методом. 

Тема 4. Некоторые методы решения задач линейного программирования

Геометрическое решение задач линейного программирования. Симплекс метод. Алгоритм симплекс метода.

Тема 5. Двойственная задача линейного программирования

Составление двойственной задачи линейного программирования. Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к канонической задаче. Взаимно двойственные задачи: составление двойственной по отношению к задаче, записанной в общей форме

Тема 6. Основные теоремы двойственности

Первая теорема двойственности, соответствие между переменными в двойственных задачах. Вторая теорема двойственности. Пример использования теорем двойственности

Раздел 3. Математические модели в финансовых операциях

Тема 1. Проценты и процентные ставки: сложные процентные ставки наращения

Проценты и процентные ставки. Сложные процентные ставки наращения. 

Тема 2. Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки.

Сила роста. Учетные ставки. Эквивалентные процентные ставки.

Тема 3. Потоки платежей. Ренты

Потоки платежей. Ренты. Рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке. Срочная рента. Рента с начислением процентов по номинальной процентной ставке и неоднократными выплатами









Требования к проверке результатов самостоятельной работы

Самостоятельная работа слушателей по учебной дисциплине «Экономико-математическое моделирование» представляет собой важный компонент познавательно-практической деятельности слушателей. 
Учебный материал, представленный в разделе самостоятельной работы, направлен на закрепление, углубление и расширение знаний по основным разделам учебной дисциплины, глубокое самостоятельное овладение теоретическим материалом, активизацию познавательной деятельности слушателей и развитие профессионально значимых умений и навыков.
Контроль самостоятельной работы слушателей осуществляется преподавателем во время проведения практических занятий, а также текущей аттестации слушателей.
Примерный перечень вопросов для самостоятельного изучения включается в материалы для текущей аттестации слушателей.

	Тема занятия
	Вид задания
	№ литературного источника
 в соответствии со списком рекомендуемой литературы
(при необходимости - объем)
	Форма контроля

	Транспортная задача
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 4,
Доп. 2-3
	Конспект


	Двойственная задача линейного программирования
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 1,3, 
Доп. 5-7
	Конспект


	Основные теоремы двойственности
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 1,3, 
Доп. 5-7
	Конспект


	Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 2,5, 
Доп. 5-8
	Конспект


	Потоки платежей. Ренты
	Изучение лекционного материала и литературы
	Осн. 2,5, 
Доп. 5-8
	Конспект 
















Время, отведенное на изучение отдельных тем
Вечерняя форма получения образования
	Наименование разделов и тем
	Количество часов
	Формы контроля знаний

	
	Всего
	Лекции
	Практические
	Семинарские
	Кругл. стол
	Конференция
	Сам. работа
	

	
	30
	12
	8
	
	
	
	10
	

	Раздел 1 Введение в экономико-математическое моделирование
	4
	4
	-
	
	
	
	-
	

	1.1 Экономико-математические методы и моделирование
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	1.2 Типовые задачи экономико-математического моделирования
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	Раздел 2 Основы линейного программирования
	20
	6
	8
	
	
	
	6
	

	2.1 Основы линейного программирования
	6
	2
	4
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	2.2 Примеры экономических задач, приводящихся к задачам линейного программирования
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	2.3 Транспортная задача
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	2.4 Некоторые методы решения задач линейного программирования
	6
	2
	4
	
	
	
	-
	Устный опрос,
решение задач

	2.5 Двойственная задача линейного программирования
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос


	2.6 Основные теоремы двойственности
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос


	Раздел 3 Математические модели в финансовых операциях
	6
	2
	-
	
	
	
	4
	

	3.1 Проценты и процентные ставки. Сложные процентные ставки наращения
	2
	2
	-
	
	
	
	-
	Устный опрос

	3.2 Проценты и процентные ставки: сила роста, учетные ставки, эквивалентные процентные ставки
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	3.3 Потоки платежей. Ренты
	2
	-
	-
	
	
	
	2
	Устный опрос

	Форма текущей аттестации
	зачет












МАТЕРИАЛЫ ДЛЯ ТЕКУЩЕЙ И ИТОГОВОЙ АТТЕСТАЦИИ СЛУШАТЕЛЕЙ


УТВЕРЖДАЮ
Зав. кафедрой  П и ПК  ИДО
__________    Ю.В.Кравченко


Вопросы для проведения зачета

24. Экономико-математические модели.
25. Решение экономико-математической модели.
26. Построение экономико-математической модели.
27. Классификация экономико-математических моделей.
28. Задача распределения ресурсов.
29. Задачи управления запасами.
30. Задачи систем массового обслуживания.
31. Сетевые задачи.
32. Задачи теории игр.
33. Комбинированные задачи.
34. Общая постановка задачи оптимизации.
35. Цели и задачи линейного программирования. 
36. Общая постановка задачи линейного программирования.
37. Основные теоремы линейного программирования.
38. Приведение задачи линейного программирования к стандартной форме.
39. Определение оптимального ассортимента.
40. Оптимальное распределение взаимозаменяемых ресурсов.
41. Задача о смесях.
42. Геометрическое решение задач линейного программирования.
43. Симплекс метод.
44. Алгоритм симплекс метода.
45. Проценты и процентные ставки.
46. Сложные процентные ставки наращения.
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