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ÂâåäåíèåÏîíÿòèå "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà"ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê â øè-ðîêîì, òàê è â óçêîì ñìûñëå. Â øèðîêîì ñìûñëå äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà� ýòî òà ÷àñòü ìàòåìàòèêè, êîòîðàÿ íå èñïîëüçóåò ïîíÿòèÿ ïðåäåëà èíåïðåðûâíîñòè. Ýòî ïðåæäå âñåãî àëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë, àíàëèòè÷å-ñêàÿ ãåîìåòðèÿ, êîìáèíàòîðèêà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà. Â óçêîì ñìûñëåäèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà ïîíèìàåòñÿ êàê ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ ìàòåìà-òèêè äëÿ �óíêöèîíèðîâàíèÿ ÝÂÌ. Â íàñòîÿùåì êóðñå ëåêöèé ðàññìà-òðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ðàçäåëû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè êàê â øèðîêîìñìûñëå, òàê è â óçêîì: "Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè", "�ðà�û", "Áóëåâû�óíêöèè", "Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè", "Äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå�îðìû áóëåâûõ �óíêöèé", "Ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ". Ýòèðàçäåëû ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîé ÷àñòüþ îáðàçîâàíèÿ ñîâðåìåííîãî ìàòå-ìàòèêà, ïîñêîëüêó ñîäåðæàùèéñÿ â íèõ ìàòåðèàë ñïîñîáñòâóåò âûðàáîò-êå äèñêðåòíûõ ìåòîäîâ ìûøëåíèÿ.Êóðñ "Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà"ïðåäóñìîòðåí ó÷åáíûì ïëàíîì ñïå-öèàëüíîñòè 1 31 03 01-02 � "Ìàòåìàòèêà (íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêàÿ äå-ÿòåëüíîñòü)"è èçó÷àåòñÿ íà 1 êóðñå. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàñòîÿùèé êóðñëåêöèé ïî ðàçäåëàì "Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè", "�ðà�û", "Ôóíêöèèk-çíà÷íîé ëîãèêè"äàåò òîëüêî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ïîñêîëüêó óêàçàííûåðàçäåëû èçó÷àþòñÿ íà ñòàðøèõ êóðñàõ.
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1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè1.1. Ïåðåñòàíîâêè è ñî÷åòàíèÿÎïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
n ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì èç A íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç mýëåìåíòîâ (m > 1). Òàêîå ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé èëè, áîëååòî÷íî, âûáîðêîé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ.Íàïðèìåð, 1, 2, 4 � òð¼õýëåìåíòíàÿ âûáîðêà èç ìíîæåñòâà 1, 2, 3, 4,5, 6.Åñëè ïîëó÷åíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âûáîðîê, ñ îäèíàêîâûì êîëè÷å-ñòâîì ýëåìåíòîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñäåëàí âûáîð.Îïðåäåëåíèå 1.2. Âûáîð íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûì, åñëè ïîëó-÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà âûáîðêè, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æåýëåìåíòîâ è ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì èõ ñëåäîâàíèÿ, ñ÷èòàþòñÿðàâíûìè. Òàêèå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè è îáîçíà÷àþò-ñÿ [r1, r2, . . . , rt].Íàïðèìåð, [1, 4, 3] = [4, 3, 1].Îïðåäåëåíèå 1.3. Âûáîð íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì, åñëè äâå âû-áîðêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà, ðàâíû òîëüêî â òîì ñëó-÷àå, êîãäà îíè ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ è îäèíàêîâûïî ïîðÿäêó èõ ñëåäîâàíèÿ. Òàêèå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìèè îáîçíà÷àþòñÿ (r1, r2, . . . , rt).Íàïðèìåð, (1, 3, 5) 6= (5, 3, 1).Îïðåäåëåíèå 1.4. Âûáîð íàçûâàåòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ, åñëè êàæ-äûé ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç.Îïðåäåëåíèå 1.5. Âûáîð íàçûâàåòñÿ ñ âîçâðàùåíèåì, åñëè êàæäûéýëåìåíò ìîæåò áûòü âûáðàí ñêîëü óãîäíî ðàç.Íàïðèìåð, (1, 1, 3), (3, 1, 1), [3, 3, 4, 4, 4, 5] � âûáîðêè ñ âîçâðàùåíè-åì. Îïðåäåëåíèå 1.6. Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà èç n ýëåìåíòîâ ïî nýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà áåçâîçâðàùåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ P (n), ñ âîçâðàùåíèåì � P̃ (n).Îïðåäåëåíèå 1.7. Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà èç n ýëåìåíòîâ ïî mýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ(0 6 m 6 n).×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ áåçâîçâðàùåíèÿ îáîçíà÷àåòñÿ Am

n . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî åñëè m > n, òî Am
n =6



= 0. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ñâîçâðàùåíèåì îáîçíà÷àåòñÿ Ãm
n .Îïðåäåëåíèå 1.8. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà èç n ýëåìåíòîâ ïî mýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ.�àçëè÷àþò ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé (÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèéáåç ïîâòîðåíèé îáîçíà÷àåòñÿ Cm

n ) è ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè (÷èñëîðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè îáîçíà÷àåòñÿ Hm
n ).Äëÿ êîìáèíàòîðèêè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àêñèîìîé, êî-òîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì ñóììû:Åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ñïîñîáàìè, à îáúåêò B ìî-æåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, òî âûáîð "èëè A, èëè B"ìîæåò áûòüîñóùåñòâëåí m + n ñïîñîáàìè.Åùå îäíî óòâåðæäåíèå â êîìáèíàòîðèêå ñ÷èòàåòñÿ àêñèîìîé è íàçû-âàåòñÿ ïðàâèëîì ïðîèçâåäåíèÿ:Åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ñïîñîáàìè è äëÿ êàæäîãî èçòàêèõ âûáîðîâ îáúåêò B ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, òî âûáîð

AB â ýòîì ïîðÿäêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí mn ñïîñîáàìè.Òåîðåìà 1.1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
1) Am

n =
n!

(n − m)!
;

2) P (n) = n!;

3) Cm
n =

n!

m!(n − m)!
;

4) Hm
n = Cm

n+m−1;

5) P̃ (n) = nn;

6) Ãm
n = nm.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî A èç n ýëåìåíòîâ (|A| =

= n). Ïðè ïîëó÷åíèè ëþáîãî ðàçìåùåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ïåðâûé ýëå-ìåíò âûáîðêè ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè. Ïîñêîëüêó âûáîð áåçïîâòîðåíèÿ, òî ñëåäóþùèé ýëåìåíò âûáèðàåòñÿ èç (n − 1) ýëåìåíòîâ, òîåñòü (n − 1) ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ, ïî-ëó÷àåì, ÷òî âñ¼ ðàçìåùåíèå èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòüâûáðàíî n(n − 1)(n − 2) . . . (n − m + 1) =
n!

(n − m)!
ñïîñîáàìè. Òàêèìîáðàçîì äîêàçàíî ðàâåíñòâî 1).�àâåíñòâî 2) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà 1), ò.ê. P (n) =

= An
n =

n!

(n − n)!
= n! 7



Äîêàæåì ðàâåíñòâî 3). Ïóñòü [r1, r2, . . . , rm] � ïðîèçâîëüíîå ñî÷åòà-íèå áåç ïîâòîðåíèé. Èç ýòîãî ñî÷åòàíèÿ, ñîãëàñíî 2), ìîæíî ñîñòàâèòü
m! ïåðåñòàíîâîê èç m ýëåìåíòîâ. Ïóñòü [r1, r2, . . . , rm] è [a1, a2, . . . , am] �ïðîèçâîëüíûå äâà ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,÷òî íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü èç íèõ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå ïåðåñòàíîâêè.Òîãäà îêàçàëîñü áû, ÷òî {r1, r2, . . . , rm} = {a1, a2, . . . , am} è ìû ïðèøëèáû ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì, ÷òî [r1, r2, . . . , rm] è [a1, a2, . . . , am] � ðàçëè÷-íûå ñî÷åòàíèÿ. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ìû ïðèõîäèì êçàêëþ÷åíèþ î òîì, ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. Çíà÷èòñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Am

n = P (m)Cm
n . Îòñþäà

Cm
n =

Am
n

P (m)
.Òåïåðü, èñïîëüçóÿ 1) è 2) ïîëó÷èì:

Cm
n =

Am
n

P (m)
=

n!

m!(n − m)!
.Äîêàæåì ðàâåíñòâî 4). Ïîñòðîèì áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : A →

→ X ïî ïðîèçâîëüíîìó ïðàâèëó, ãäå X = {1, 2, . . . , n}. Ïóñòü íàìè âû-áðàíî íåêîòîðîå ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ìíîæåñòâà
X. Çàïèøåì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì: [i1, i2, . . . , im], ãäå i1 6 i2 6 . . . 6

6 im.Ñîñòàâèì òåïåðü ìíîæåñòâî X̃ = {1, 2, . . . , n, n + 1, . . . , n + m− 1} èïîñòðîèì îòîáðàæåíèå g : X → X̃ ïî ïðàâèëó:
g([i1, i2, . . . , im]) = [i1, i2 + 1, . . . , im + m − 1].Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Ïóñòü

[i1, . . . , im] 6= [j1, . . . , jm] � äâà ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî k (1 6 k 6 m) òàêîå, ÷òî ik 6= jk. Íîòîãäà ik +k−1 6= jk +k−1 è ïîýòîìó [i1, i2 +1, . . . , im +m−1] 6= [j1, j2 +
+ 1, . . . , jm + m− 1]. Îáðàòíî: ïóñòü [i1, i2 + 1, . . . , im + m− 1] 6= [j1, j2 +
+1, . . . , jm +m−1]. Òîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî k (1 6 k 6 m) òàêîå,÷òî ik + k − 1 6= jk + k − 1. Íî òîãäà ik 6= jk è ïîýòîìó [i1, . . . , im] 6=
6= [j1, . . . , jm]. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ èíúåêöèåé. Åñëè âçÿòüïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò [x1, x2, . . . , xm] èç ìíîæåñòâà X̃ , òî äëÿ íåãî, âêà÷åñòâå ïðîîáðàçà ïðè îòîáðàæåíèè g íàéä¼òñÿ â ìíîæåñòâå X ýëåìåíò
[x1, x2 − 1, . . . , xm −m + 1]. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå g ÿâëÿåòñÿ ê òîìó æå èñþðúåêòèâíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ïîýòîìó ÷èñëîýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâàõ X è X̃ ðàâíî. À òàê êàê f � áèåêöèÿ, òî ðàâíî8



÷èñëî ýëåìåíòîâ è â ìíîæåñòâàõ A è X̃ . Íî [i1, i2 +1, i2 +2, . . . , im +m−
− 1] � ñî÷åòàíèå áåç ïîâòîðåíèé èç n + m− 1 ýëåìåíòîâ ïî m. Ïîýòîìó
|X̃| = Cm

n+m−1 Çíà÷èò, Hm
n = Cm

n+m−1.Äîêàæåì âíà÷àëå 6). Â ýòîì ñëó÷àå î÷åðåäíîé ýëåìåíò âûáîðêè âû-áèðàåòñÿ êàæäûé ðàç èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó, ïî ïðàâèëóïðîèçâåäåíèÿ, Ãm
n = nnn . . . n = nm. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòðàâåíñòâî 5), ò.ê. P̃ (n) = Ãn

n = nn.Òåîðåìà äîêàçàíà.Çàìå÷àíèå 1.1. Åñëè m > n èëè m = 0, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî Cm
n =

= 1.Òåîðåìà 1.2. Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = |n|. Çà�èêñèðóåì â A íåêîòîðûé ýëå-ìåíò x. Ïóñòü Ax � ìíîæåñòâî âñåõ m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé áåç ïîâòî-ðåíèé, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò x, à Ax � ìíîæåñòâî âñåõ m-ýëåìåíòíûõñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé, íå ñîäåðæàùèõ ýëåìåíò x. ×èñëî âñåõ m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé ìíîæåñòâà A áóäåò òîãäà ðàâíî

|Ax|+ |Ax|, ò. å., Cm
n = |Ax|+ |Ax|. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî A \ {x}. Ìíî-æåñòâî âñåõ m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé èç ýëåìåíòîâ ìíî-æåñòâà A\{x} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ax. Íî â ìíîæåñòâå A\{x} ÷èñëîâñåõ ýëåìåíòîâ ðàâíî n − 1. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòà-íèé áåç ïîâòîðåíèé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A \ {x} ðàâíî Cm

n−1. Çíà÷èò,
|Ax| = Cm

n−1. Åñëè èç êàæäîãî èç ñî÷åòàíèé, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî
Ax óáðàòü ýëåìåíò x, òî ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ (m −
− 1)-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé èç n− 1 ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó
|Ax| = Cm−1

n−1 . Òàêèì îáðàçîì, Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 .Ñóùåñòâóåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû:

Cm
n =

n!

m!(n − m!)
=

n(n − 1)!

m!(n − m)!
=

(n − m + m)(n − 1)!

m!(n − m)!
=

=
(n − m)(n − 1)! + m(n − 1)!

m!(n − m)!
=

(n − m)(n − 1)!

m!(n − m)!
+

m(n − 1)!

m!(n − m)!
=

=
(n − 1)!

m!((n − m) − 1)!
+

(n − 1)!

(m − 1)!(n− 1 − m + 1)!
=

=
(n − 1)!

m!((n − 1) − m)!
+

(n − 1)!

(m − 1)!(n − 1 − (m − 1))!
=

= Cm
n−1 + Cm−1

n−1 .Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 1.3 (Áèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà Íüþòîíà). Äëÿ ëþáûõ9



äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è íàòóðàëüíûõ n è k èìååò ìåñòî ðàâåí-ñòâî:
(x + y)n =

n
∑

k=0

Ck
nxkyn−k.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïî èíäóêöèè.Îñíîâàíèå èíäóêöèè. Ïðè n = 1 è n = 2 ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ:

(x + y)1 = C0
1x

0y1 + C1
1x

1y0 = x + y.

(x + y)2 = C0
2x

0y2 + C1
2x

1y1 + C2
2x

2y0 = y2 + 2xy + x2.Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî ðàâåíñòâî âåðíî äëÿ
n − 1:

(x + y)n−1 =
n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k.Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä:
(x + y)n = (x + y)(x + y)n−1 = (x + y)

(

n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k

)

=

= x

n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k + y

n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−1−k =

= x
n
∑

k=1

Ck−1
n−1x

k−1yn−1−(k−1) +
n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−k =

=

n
∑

k=1

Ck−1
n−1x

kyn−k +

n−1
∑

k=0

Ck
n−1x

kyn−k =

= xn +

n−1
∑

k=1

Ck−1
n−1x

kyn−k +

n−1
∑

k=1

Ck−1
n−1x

kyn−k + yn =

= xn +
n−1
∑

k=1

(Ck−1
n−1 + Ck

n−1)x
kyn−k + yn = xn +

n−1
∑

k=1

Ck
nxkyn−k + yn =

=

n
∑

k=n

Ck
nxkyn−k +

n−1
∑

k=1

Ck
nxkyn−k +

0
∑

k=0

Ck
nxkyn−k =

n
∑

k=0

Ck
nxkyn−k.Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 1.4 (Ïîëèíîìèàëüíàÿ òåîðåìà). Äëÿ ëþáûõ äåéñòâè-òåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xm ∈ R è íàòóðàëüíîãî n èìååò ìåñòî10



ðàâåíñòâî:
(x1 + x2 + . . . + xm)n =

∑

k1+k2+...+km=n
ki>0 (i=1, m)

n!

k1!k2! . . . km!
xk1

1 xk2

2 . . . xkm

m ,ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì öåëûì íåîòðèöàòåëü-íûì ðàçáèåíèÿì ÷èñëà n.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïî èíäóêöèè.Îñíîâàíèå èíäóêöèè. Îñíîâàíèåì èíäóêöèè ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíàÿòåîðåìà äëÿ x1 è x2:
(x1 + x2)

n =

n
∑

k=0

Ck
nx1

kx2
n−k.Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ x1, x2, . . . , xm−1. Òîãäà

(x1 + x2 + . . . + xm)n =
(

(x1 + x2 + . . . + xm−1) + xm

)n
=

=
n
∑

k=0

n!

k!(n − k)!
(x1 + x2 + . . . + xm−1)

kxn−k
m =

=
∑

k+(n−k)=n

n!

k!(n − k)!

(

∑

l1+l2+...+lm−1=k

k!

l1! · l2! · . . . · lm−1!
·

·xl1
1 xl2

2 · . . . · xlm−1

m−1

)

· xn−(l1+...+lm−1) =

=
∑

l1+l2+...+lm=n

n!

l1! · l2! · . . . · lm−1! · lm!
xl−1

1 xl2
2 · . . . · xlm−1

m−1x
lm
m .Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 1.5. ×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ èìåþùèõ ïîðÿäêè

n1, n2, . . . , nk (0 6 ni 6 n) âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé
Cn1,n2,...,nk

n =
n!

n1!n2! . . . nk!
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |A| = n, è ïóñòü n1 + n2 + . . . + nk = n �íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ðàçáèåíèå ÷èñëà n. Òîãäà ìíîæåñòâî A1, ñîñòî-ÿùåå èç n1 ýëåìåíòîâ ìîæíî âûáðàòü Cn1

n ñïîñîáàìè. Ìíîæåñòâî A2 =
= A \ A1 ìîæíî âûáðàòü Cn2

n−n1
ñïîñîáàìè è òàê äàëåå. Çíà÷èò, èñïîëüçóÿ11



ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì:
Cn1,n2...nk

n = Cn1
n Cn2

n−n1
. . . Cnk

n−n1−n2−...−nk−1
=

=
n!(n − n1)!(n − n1 − n2)! . . . (n − n1 − . . . − nk)!

n1!(n − n1)!n2!(n − n1 − n2)! . . . nk!(n − nk)!
=

n!

n1!n2! . . . nk!
.Òåîðåìà äîêàçàíà.Åñëè |A| = n, òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A ðàâíî n

∑

k=0

Ck
n.Èñïîëüçóÿ áèíîìèàëüíóþ òåîðåìó, ýòî ÷èñëî ëåãêî íàéòè:

n
∑

k=0

Ck
n =

n
∑

k=0

Ck
n · 1k · 1n−k = (1 + 1)n = 2n.Òàê æå ëåãêî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî Cm

n = Cn−m
n :

Cm
n =

n!

m!(n − m)!
=

n!

(n − m)!(n − (n − m))!
= Cn−m

n .1.2. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿÏóñòü X � íåêîòîðîå íå ïóñòîå ìíîæåñòâî è ïóñòü Xi (1 6 i 6

6 n) íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X. Íåòðóäíî óáåäèòñÿ â òîì, ÷òî âåðíàñëåäóþùàÿ �îðìóëà
|X1 ∪ X2| = |X1| + |X2| − |X1 ∩ X2|, (1.1)ãäå X1 è X2 � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò èç

X1∪X2 ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, â ïðàâîé æå ÷àñòè îí ó÷èòûâàåòñÿëèáî â X1, ëèáî â X2, ëèáî, åñëè îí ïðèíàäëåæèò X1∩X2, òî ó÷èòûâàåòñÿäâàæäû. Ïîýòîìó èç ïðàâîé ÷àñòè âû÷èòàåòñÿ ÷èñëî |X1 ∩ X2|.Åñëè X1 ∩ X2 = ∅, òî |X1 ∩ X2| = 0 è, ââèäó (1.1):
|X1 ∪ X2| = |X1| + |X2|. (1.2)Ïóñòü X � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Èç ñâîéñòâ îïåðàöèé íàäìíîæåñòâàìè ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(X \ (X1 ∪ X2)) ∩ (X1 ∪ X2) = ∅;

X = (X \ (X1 ∪ X2)) ∪ (X1 ∪ X2).Çíà÷èò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (1.2):
|X| = |X \ (X1 ∪ X2)| + |X1 ∪ X2|;12



|X \ (X1 ∪ X2)| = |X| − |X1 ∪ X2|.Òåïåðü èñïîëüçóåì (1.1):
|X \ (X1 ∪ X2)| = |X| − (|X1| + |X2| − |X1 ∩ X2|);
|X \ (X1 ∪ X2| = |X| − |X1| − |X2| + |X1 ∩ X2|.Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò îáëà-äàòü ñâîéñòâîì a1 èëè ñâîéñòâîì a2 (ñîþç "èëè" çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âñîåäèíèòåëüíîì ñìûñëå). Ïóñòü X1 � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, îáëàäà-þùèõ ñâîéñòâîì a1; X2 � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèõ ñâîé-ñòâîì a2. Òîãäà X \ (X1 ∪ X2) � åñòü ïîäìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëåìåí-òîâ èç X, êîòîðûå íå îáëàäàþò íè ñâîéñòâîì a1 íè ñâîéñòâîì a2. Ââå-ä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: |X1| = N(a1); |X2| = N(a2); |X1 ∩ X2| =

= N(a1, a2); |X \ (X1 ∪ X2)| = N(a1, a2). Òîãäà
N(a1, a2) = N − N(a1) − N(a2) + N(a1, a2).Ïîëó÷åííóþ �îðìóëó, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû âêëþ÷åíèÿè èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî îáîáùèòü.Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî X èç N ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç ýëåìåíòîâêîòîðîãî ìîæåò îáëàäàòü îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ñâîéñòâàìè a1, a2, . . ., an. ×åðåç N(a1, . . . , ak) (1 6 k 6 n) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâèç X, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè a1, . . . , ak è ìîæåò áûòü íåêîòî-ðûìè äðóãèìè. ×èñëî ýëåìåíòîâ, íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì èç ñâîéñòâîáîçíà÷èì ÷åðåç N(a1, . . . , an). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëàâêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé:Òåîðåìà 1.6.

N(a1, . . . , an) = N − N(a1) − . . . − N(an) + N(a1, a2) +

+N(a1, a3) + . . . + N(an−1, an) − N(a1, a2, a3) − (1.3)
−N(a1, a2, a4) − . . . − N(an−2, an−1, an) + . . .

+(−1)nN(a1, . . . , ak)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè ñïðàâåäëèâîñòüäëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Xi (1 6 i 6 n; n > 2) ðàâåíñòâà:
|X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xn| = (|X1| + |X2| + . . . + |Xn|) −
−(|X1 ∩ X2| + |X1 ∩ X3| + . . . + |Xn−1 ∩ Xn|) +

+(|X1 ∩ X2 ∩ X3| + |X1 ∩ X2 ∩ X4| + . . . + |Xn−2 ∩ (1.4)
∩Xn−1 ∩ Xn|) + . . . + (−1)n+1|X1 ∩ X2 ∩ . . . ∩ Xn|.13



Ïåðåïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå:
|

n
⋃

i=1

Xi| =

n
∑

i=1

|Xi| −
∑

16i<j<k6n

|Xi ∩ Xj ∩ Xk| + . . .

. . . + (−1)n+1|X1 ∩ . . . ∩ Xn|. (1.5)
Â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (1.2) ñîäåðæèòñÿ 2n − 1 ñëàãàåìûõ. (ò.ê.ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà áåç ïóñòîãîïîäìíîæåñòâà). Ïîñêîëüêó ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ äàííîãî ìíîæåñòâàíå ìîæåò áûòü ïðåâûøåíî, òî äîêàçûâàòü áóäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëóñëàãàåìûõ.Îñíîâàíèå èíäóêöèè. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ � X1 è X2 óòâåðæäåíèåâûïîëíÿåòñÿ ââèäó (1.1). Êðîìå òîãî, â ïðàâîé ÷àñòè (1.1) ñîäåðæèòñÿ

22 − 1 = 3 ñëàãàåìûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (1.2) âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ n − 1ïîäìíîæåñòâ è â ïðàâîé ÷àñòè åãî ñîäåðæèòñÿ 2n−1−1 ñëàãàåìûõ. Òîãäà
|X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn| = |(X1 ∪ . . . ∪ Xn−1) ∪ Xn|

ïî (1.1)
=ïî (1.1)

= |X1 ∪ . . . ∪ Xn−1| + |Xn| − |(X1 ∪ . . . ∪ Xn−1) ∩ Xn|èëè, îáîçíà÷èâ Yi = Xi ∩ Xn (1 6 i 6 n − 1) ïîëó÷àåì
|X1 ∪ . . . ∪ Xn| = |X1 ∪ . . . ∪ Xn−1| + |Xn| − |Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1| (1.6)
Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè ïîïàäàþò ïîä ïðåäïîëîæå-íèå èíäóêöèè. �àññìîòðèì ýòè ñëàãàåìûå îòäåëüíî è áîëåå ïîäðîáíî:à)

|X1 ∪ . . . ∪ Xn−1| =

n−1
∑

i=1

|Xi| −
∑

16i6j6n−1

|Xi ∩ Xj| +

+
∑

16i<j<k<n−1

|Xi ∩ Xj ∩ Xk| − . . . + (−1)n|X1 ∩ . . . ∩ Xn−1|;14



á)
|Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1| =

n−1
∑

i=1

|Yi| −
∑

16i6j6n−1

|Yi ∩ Yj| +

+
∑

16i<j<k<n−1

|Yi ∩ Yj ∩ Yk| − . . . + (−1)n|Y1 ∩ . . . ∩ Yn−1| =

=

n−1
∑

i=1

|Xi ∩ Xn| −
∑

16i<j6n−1

|Xi ∩ Xj ∩ Xn| +

+
∑

16i<j<k6n−1

− . . . + (−1)n|X1 ∩ . . . ∩ Xn|.Â êàæäîé èç �îðìóë à) è á) â ïðàâîé ÷àñòè èìååòñÿ ïî 2n−1−1 ñëàãà-åìûõ. Ïîäñòàâèâ à) è á) â (1.6), ïîëó÷èì (1.2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêóâ ïðàâîé ÷àñòè (1.6) òðè ñëàãàåìûõ, òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè(1.2) ðàâíî 2(2n−1 − 1) + 1 = 2n − 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òîðàâåíñòâî (1.2) âåðíî è äëÿ ñëó÷àÿ n ìíîæåñòâ.Òàê êàê
(X \ (X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn)) ∩ (X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn) = ∅è
(X \ (X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn)) ∪ (X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn) = X,òî ìîæíî ïðèìåíèòü ðàâåíñòâî (1.2). Ìû ïîëó÷èì, ÷òî
|X \ (X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn)| = |X| − |X1 ∪ X2 . . . ∪ Xn|.Èñïîëüçóÿ òåïåðü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå �îðìóëó (1.2) è îáîçíà÷åíèÿ, îêîòîðûõ ãîâîðèëîñü ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû, ìû ïîëó÷èì (1.6).Òåîðåìà äîêàçàíà.1.3. �åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿÎïðåäåëåíèå 1.9. �åêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (ðåêóððåíòíîé�îðìóëîé) íàçûâàåòñÿ �îðìóëà âèäà an = f(n, an−1 . . . an−k) âûðàæàþ-ùàÿ ïðè n > k êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an ÷åðåç ïðåäûäóùèå

k ÷ëåíîâ an−1, an−2, . . . , an−k. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ðåêóððåíò-íîãî ñîîòíîøåíèÿ.Ïðè ñîñòàâëåíèè òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî
Cm

n = Cm
n−1 + Cm−1

n−1 . Â �óíêöèîíàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ îíî áóäåò èìåòü15



âèä:
g(n, m) = g(n − 1, m) + g(n − 1, m − 1), i 6 m 6 n.Ýòî îäèí èç ïðèìåðîâ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ.Åñëè èçâåñòíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå è íà÷àëüíûå ÷ëåíû ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè), òî âû÷èñ-ëèòü âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåãêî. Îäíàêî, äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü

n-íûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âñå ïðåäûäóùèå.Ïîýòîìó, â öåëÿõ ýêîíîìèè, âàæíî èìåòü äëÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-íèÿ �îðìóëó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîåãî íîìåðó.Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íàçûâàþò ðåøåíèåìðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, åñëè ïðè åå ïîäñòàíîâêå â ýòî ðåêóððåíò-íîå ñîîòíîøåíèå, îíî òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ.Îïðåäåëåíèå 1.11. �åøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ íàçûâà-åòñÿ ÷àñòíûì, åñëè îíî íå çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé è êàæ-äûé åãî ÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî, çàâèñÿ ëèøü îò íîìåðà.Îïðåäåëåíèå 1.12. �åøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ k-òîãîïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ îáùèì, åñëè îíî çàâèñèò îò k ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-ÿííûõ C1, C2, . . . , Ck. Ïóòåì ïîäáîðà ýòèõ ïîñòîÿííûõ ìîæíî ïîëó÷èòüëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå äàííîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ, óäîâëåòâî-ðÿþùåå k íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ � ýòîîáùàÿ �îðìóëà, "ñîáèðàþùàÿ"âñå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.Ïðèìåð 1.1. �åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
f(n + 2) = 3f(n + 1) − 2f(n), (1.7)èìååò ïîðÿäîê 2 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2n � ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Äðó-ãèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü C · 2n, ãäå C � const, 2nÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì, C · 2n � îáùèì.Îáùèõ ïðàâèë äëÿ ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé íåò, îäíàêîñóùåñòâóåò âàæíûé êëàññ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ðåøàþò-ñÿ îïðåäåë¼ííûìè ìåòîäàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàí òåîðåòè÷å-ñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ëþáîãî ïîðÿäêàèç ýòîãî êëàññà ðåøèòü îäíèì ìåòîäîì.Îïðåäåëåíèå 1.13. �åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà:

f(n + k) = a1f(n + k − 1) + a2f(n + k − 2) +

+ a3f(n + k − 3) . . . + akf(n) + ϑ(n), (1.8)16



ãäå a1, . . . , ak ∈ C, ϑ(n) 6≡ 0 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûìñîîòíîøåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Îïðåäåëåíèå 1.14. �åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå âèäà:
f(n + k) = a1f(n + k − 1) + a2f(n + k − 2) + . . . + akf(n) (1.9)ãäå a1, . . . , an ∈ C íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ðåêóððåíòíûìñîîòíîøåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Ïðèìåð 1.2. �åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1.7) � ëèíåéíîå îäíîðîä-íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Îïðåäåëåíèå 1.15. Óðàâíåíèå

xk − a1x
k−1 . . . − ak = 0 (1.10)íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøå-íèÿ (1.9).Òåîðåìà 1.7. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî ðåêóððåíòíîãîñîîòíîøåíèÿ (1.9) èìååò âèä

α(n) =
s
∑

i=1

(Ci1 + Ci2n + . . . + Cirn
r−1)λn

i ,ãäå Cij (1 6 i 6 s; 1 6 j 6 r) � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à λ1, . . . , λs � ðàç-ëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî êðàò-íîñòè r1, . . . , rs.Òåîðåìà 1.8. Îáùåå ðåøåíèå ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.8)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãîîäíîðîäíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.9) è íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñîîò-íîøåíèÿ (1.8).Äëÿ êàæäîãî èç âèäîâ �óíêöèè ϑ(n) ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ(1.8), ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò îïðåäåëåííûé âèä. Â öåëÿõ îçíàêîìëåíèÿðàññìîòðèì ëèøü òîò ñëó÷àé, êîãäà ϑ(n) = Rm(n)λn, ãäå Rm � ìíîãî-÷ëåí ñòåïåíè m, ñîîòâåòñòâóþùèé n-íîìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è
λ 6= 0. ×àñòíîå ðåøåíèå ñîîòíîøåíèÿ (1.8) èìååò âèä Qm(n)λn, ãäå Qm� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m, ñîîòâåòñòâóþùèé n-íîìó ÷ëåíó ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè, åñëè λ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è âèä
nrQm(n)λn, åñëè λ � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè
r (r > 1). 17



1.4. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèÎäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êîì-áèíàòîðíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. Îñíîâíàÿèäåÿ ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êàæäîé ÷èñëîâîé ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå �óíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî èëè êîì-ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ïðè÷åì îòíîøåíèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-ìè âûðàæàþòñÿ â îòíîøåíèÿõ ìåæäó �óíêöèÿìè. Ê ñàìèì �óíêöèÿììîæíî ïðèìåíÿòü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ, êîòîðûå èíîãäàîêàçûâàþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè è óäîáíûìè, ÷åì íåïîñðåäñòâåííîå îïåðè-ðîâàíèå ñ ÷èñëîâûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.Âìåñòî a0, a1, . . . , an áóäåì ïèñàòü an (n > 0).Îïðåäåëåíèå 1.16. Ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
an (n > 1) íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ðÿä âèäà

A(z) =
∞
∑

n=0

anz
n. (1.11)Ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an(n > 1) íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ðÿä âèäà

A∗(z) =
∞
∑

n=1

an

n!
zn. (1.12)×èñëà an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, à÷èñëà an

n!
íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèè.Åñëè ðÿäû (1.11) è (1.12) ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, òî èõ ñóììû ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå �óíêöèè è, èññëåäóÿ ýòè �óíêöèè, ïîëó-÷àòü ïîëåçíóþ èí�îðìàöèþ îá èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Åñëè ðà-äèóñ ñõîäèìîñòè ýòèõ ðÿäîâ ðàâåí íóëþ, òî îïåðèðîâàòü ñ íèìè ìîæíîòîëüêî ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê íåêîòîðûå �îðìàëüíûå îáúåêòû. Îïåðèðî-âàíèå ñ òàêèìè îáúåêòàìè ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ àëãåáðû �îðìàëüíûõñòåïåííûõ ðÿäîâ. Â ýòîé àëãåáðå îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëå-äóþùèå.

1◦ åñëè äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, . . . an = bn, òî
∞
∑

n=0

anz
n =

∞
∑

n=0

bnz
n;18



∞
∑

n=0

an

n!
zn =

∞
∑

n=0

bn

n!
zn;

2◦ ∞
∑

n=0

anz
n ±

∞
∑

n=0

bnz
n =

∞
∑

n=0

(an ± bn)z
n;

∞
∑

n=0

an

n!
zn ±

∞
∑

n=0

bn

n!
zn =

∞
∑

n=0

an ± bn

n!
zn;

3◦ åñëè cn =
n
∑

i=0

aibn−i, òî
(

∞
∑

n=0

anz
n)(

∞
∑

n=0

bnz
n) =

∞
∑

n=0

cnz
n;åñëè dn =

n
∑

i=0

aibn−i, òî
(

∞
∑

n=0

an

n!
zn)(

∞
∑

n=0

bn

n!
zn) =

∞
∑

n=0

dn

n!
zn.

4◦ ∀c ∈ R ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:
c(

∞
∑

n=0

anz
n) =

∞
∑

n=0

canz
n;

c(

∞
∑

n=0

an

n!
zn) =

∞
∑

n=0

c
an

n!
zn.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn è dn, îïðåäåëÿåìûå óêàçàííûìè âûøå ðà-âåíñòâàìè íàçûâàþòñÿ ñâåðòêàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an è bn. Åñëèèçâåñòíû ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè A(z) è B(z) ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòåé an è bn, òî èõ ñâåðòêîé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ A(z)B(z).Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=0
zn ñõîäèòñÿê íóëþ ïðè |z| < 1 è ñóììà ýòîãî ðÿäà ðàâíà (1−z)−1 ò.å. äëÿ óêàçàííûõ

z, ∞
∑

n=0
zn = (1−z)−1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, ýòîòæå ðÿä ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1,1, . . . . Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé îñíîâíîãî ïðèíöèïàòåîðèè ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî îïåðàöèè,19



ó÷àñòâóþùèå â �îðìóëàõ äîëæíû èìåòü ñìûñë õîòÿ áû äëÿ �îðìàëüíûõñòåïåííûõ ðÿäîâ.Ïîëó÷èì òåïåðü ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè äëÿ íåêîòîðûõ ðåêóððåíò-íûõ ñîîòíîøåíèé.1. Ñîãëàñíî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà,
(1 + t)n =

n
∑

m=0

Cm
n tm1n−m =

n
∑

m=0

Cm
n tm.Ïîýòîìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Cm

n ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé áóäåò (1+
+ t)n.2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2n ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ìîæåò áûòü
(1 − 2z)−1, |z| < 1, òàê êàê

∞
∑

n=0

2nzn =
∞
∑

n=0

(2z)n = (1 − 2z)−1.3. Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî ïî÷ëåííî äè��åðåí-öèðîâàòü, òî, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ âûøå äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè znïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ (1−z)−1, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî(êîòîðîå èñïîëüçóåò â íåêîòîðîì ñìûñëå äè��åðåíöèðîâàíèå â îáðàò-íóþ ñòîðîíó):
∞
∑

n=0

nzn = z

∞
∑

n=0

nzn−1 = z
d

dz
(

∞
∑

n=0

zn) =

z
d

dz
(1 − z)−1 = z(1 − z)−2.Çíà÷èò �óíêöèÿ z(1 − z)−2 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè n.4. Åñëè èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå �îðìàëüíûå îïåðàöèè, òî âðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ äâóõ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé, ìû ïîëó÷èì íî-âóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ: (1 + z)r(1 + z)s = (1 + z)r+s. Ýòà �óíêöèÿÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Cn

r+s. Åñëè òå-ïåðü ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè zn, òî ìîæíî ïîëó÷èòü òîæäåñòâîÊîøè:
n
∑

k=0

Ck
r Cn−k

s = Cn
r+s.5. Ïîñêîëüêó 20



(1 − z)n =
∞
∑

n=0

Cn
r (−1)nzn,òî �óíêöèÿ (1− z)r ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè (−1)nCn

r . Ïåðåìíîæèâ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè
(1 − z)r(1 + z)r = (1 − z2)r,ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

n
∑

k=0

Ck
r Cn−k

r (−1)k =

{

(−1)nCn
r , åñëè n � ÷åòíî,

0, åñëè n � íå÷åòíî.6. Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííóþ âûøå îïåðàöèþ 3◦, ïîëó÷èì:
(1 + z)m(1 + z)m =

∞
∑

n=0

Cn
mzn

∞
∑

n=0

Cn
mzn =

∞
∑

n=0

Cnz
n,ãäå

Cn =
n
∑

k=0

Ck
mCn−k

m .Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(1 + z)m(1 + z)m = (1 + z)2m =

∞
∑

n=0

Cn
2mzn.Ïîñêîëüêó æå

∞
∑

k=0

Ck
mCn−1

m =
n
∑

k=0

(Ck
m)

2
,òî, ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ z, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

n
∑

k=0

(Ck
m)2 = Cm

2m.Èíîãäà óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè. Åñëè óäàåòñÿ ðå-øèòü ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå, òî èç ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿäìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó ÷ëåíîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðè-ìåð, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (n > 1) òàêóþ, ÷òî f0 = f1 = 1è fn = fn−1 + fn−2 ïðè n > 2. Îíà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ21



Ôèáîíà÷÷è. Íàéäåì �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ fn. Ïðîèçâîäÿùåé �óíê-öèåé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò �óíêöèÿ F (z) =
∞
∑

n=0

fnz
n. Âûïîëíÿÿàëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

F (z) = f0 + zf1 +
∞
∑

n=2

(fn−1 + fn−2)z
n =

= f0 + zf1 +
∞
∑

n=2

fn−1z
n +

∞
∑

n=2

fn−2z
n =

= f0 + zf1 +

∞
∑

n=1

fnz
n+1 +

∞
∑

n=0

fnz
n+2.Ò.î. ïîëó÷àåì, ÷òî

F (z) = f0 + zf1 +
∞
∑

n=1

fnz
n+1 +

∞
∑

n=0

fnz
n+2 (1.13)Ò.ê.

∞
∑

n=1

fnz
n+1 = z

∞
∑

n=1

fnz
n = zf0 + z

∞
∑

n=1

fnz
n − zf0 =

= z

∞
∑

n=0

fnz
n − zf0 = zF (z) − zf0 = z(F (z) − f0)è, ïîñêîëüêó,

∞
∑

n=1

fnz
n+2 = z2F (z),òî èç (1.13) ïîëó÷àåì:

F (z) = f0 + f1z + z(F (z) − f0) + z2F (z) =

= 1 + z + z(F (z) − 1) + z2F (z) = 1 + zF (z) + z2F (z).Îòñþäà F (z) − zF (z) − z2F (z) = 1. Ïîýòîìó
F (z) =

1

1 − z − z2
.Íàéäÿ êîðíè óðàâíåíèÿ 1 − z − z2 = 0, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

1 − z − z2 = (1 − az)(1 − bz),22



ãäå
a =

1 +
√

5

2
, b =

1 −
√

5

2
.Òîãäà

F (z) =
C

1 − az
+

D

1 − bz
,ãäå

C =
a

a − b
, D = − b

a − b
.Ïîñêîëüêó äëÿ ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ z (òàêèõ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

0 < cz < 1) âåðíî ðàâåíñòâî
(1 − cz)−1 =

∞
∑

n=0

(cz)n,òî ïîëó÷àåì:
F (z) = C(1 − az)−1 + D(1 − bz)−1 =

= C ·
∞
∑

n=0

(az)n + D ·
∞
∑

n=0

(bz)n =

∞
∑

n=0

an+1 − bn+1

a − b
zn.Îòñþäà ïî 1◦

fn =
an+1 − bn+1

a − b
=

1√
5





(

1 +
√

5

2

)n+1

−
(

1 −
√

5

2

)n+1


 .Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ñâÿçü äèñêðåòíîãî è íåïðåðûâíîãî àíà-ëèçà.�àññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. Ýêñïîíåíöè-àëüíîé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1, 1, . . . ÿâëÿåòñÿ
ez = exp z =

∞
∑

n=0

zn

n!
.Ïóñòü ïðè n > 0 ìû èìååì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþäëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn: ∞

∑

n=0
dn

zn

n!
. Óìíîæèì åå ïî÷ëåííî íà z :

z
∞
∑

n=0

zn

n!
=

∞
∑

n=0

zn+1

n!
=

∞
∑

n=1

dn−1
zn

(n − 1)!
=

∞
∑

n=1

ndn−1
zn

n!
.23



Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè d0, 2d1, 3d2, . . . Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî z ýêñïîíåí-öèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn (n > 0)ïîëó÷àåì
∞
∑

n=0

ndn

zn−1

n!
=

∞
∑

n=1

dn

zn−1

(n − 1)!
=

∞
∑

n=0

dn+1
zn

n!
.Ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn (n > 1).

24



2. �ðà�ûÏîÿâèâøèñü êàê ðàçâëåêàòåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïðèëîæåíèå ïðèðåøåíèè ãîëîâîëîìîê, ãðà�û âûäåëèëèñü â îòäåëüíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþäèñöèïëèíó â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì êîìáèíàòîðèêè è òîïîëîãèè â íà÷àëåÕÕ âåêà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ãðà�û èñïîëüçóþòñÿ ïî÷òè âî âñåõ ðàçäåëàõäèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.Çäåñü ìû ðàññìîòðèì òîëüêî îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ãðà�à-ìè è äàäèì íåêîòîðûå íàèáîëåå âàæíûå ðåçóëüòàòû áåç äîêàçàòåëüñòâà.2.1. Íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿÎïðåäåëåíèå 2.1. �ðà�îì íàçûâàåòñÿ ïàðà G = (V, E) ìíîæåñòâ
V è E òàêèõ, ÷òî V 6= ∅ è E ⊆ [V ]2 (ãäå [V ]2 � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæ-íûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ äâóõýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
V ). Òàêèå ãðà�û íàçûâàþòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûìè èëè íåîðãðà�àìè.Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Eíàçûâàþòñÿ ðåáðàìè.
1

2

4

3

5

6

7 V = {1, 2, . . . , 7}; E = {{1, 2}; {2, 3}; {3, 4};
{5, 6}; {1, 7}}. Âûðàæåíèå �ãðà� íà V � îçíà-÷àåò ãðà� ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí V .Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à G îáîçíà÷àåòñÿ V (G), ìíîæåñòâî ðåáåðîáîçíà÷àåòñÿ E(G). ×èñëî âåðøèí ãðà�à G íàçûâàåòñÿ åãî ïîðÿäêîì èîáîçíà÷àåòñÿ |G|, ÷èñëî ðåáåð � ‖G‖. Â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ãðà�ûäåëÿòñÿ íà êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå. Â äàëüíåéøåì, åñëè íåò ñïåöèàëüíîéîãîâîðêè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íûå ãðà�û.Âåðøèíó ãðà�à G, êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà V , áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-ðåç v, ðåáðî ãðà�à, êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà E áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

e. Îïðåäåëåíèå 2.2. Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èíöèäåíòíîé ðåáðó e,åñëè v ∈ e. Äâå âåðøèíû èíöèäåíòíûå îäíîìó ðåáðó íàçûâàþòñÿ åãîêîíöåâûìè âåðøèíàìè. Îáû÷íî ðåáðî, êîòîðîìó èíöèäåíòíû âåðøèíû
x è y (ÿâëÿþòñÿ åãî êîíöåâûìè âåðøèíàìè) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xy.Îïðåäåëåíèå 2.3. Äâå âåðøèíû x è y ãðà�à G íàçûâàþòñÿ ñîñåä-íèìè åñëè xy ∈ E(G). Äâà ðåáðà f è g íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè åñëè
f 6= g è èì îáîèì èíöèäåíòíà îäíà âåðøèíà. Åñëè âñå âåðøèíû ãðà�à
G ïîïàðíî ñîñåäíèå, òî ãðà� íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.25



Îïðåäåëåíèå 2.4. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî íåñìåæíûõ âåðøèí íàçû-âàåòñÿ íåçàâèñèìûìè.Îïðåäåëåíèå 2.5. Íåîðãðà�îì ïåðåñå÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèì ñè-ñòåìå ìíîæåñòâ F = {A1, A2, . . . , Am} (êàæäîå Ai íå ïóñòîå), íàçûâàåòñÿòàêîé íåîðãðà� G = (F, E), â êîòîðîì âåðøèíû èç Ai è Aj ÿâëÿþòñÿñîñåäíèìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ai ∩ Aj 6= ∅.Óòâåðæäåíèå 2.1. Êàæäûé íåîðãðà� ÿâëÿåòñÿ íåîðãðà�îì ïåðå-ñå÷åíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ.Ìíîæåñòâî {0, 1}n ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ íà-áîðîâ (s1, s2, . . . , sn), ãäå si ∈ {0, 1} äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . , n.Îïðåäåëåíèå 2.6. n-ìåðíûì êóáîì (n > 1) íàçûâàåòñÿ íåîðãðà�,ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì {0, 1}n, è â êîòî-ðîì ñîñåäíèìè ÿâëÿþòñÿ ëþáûå äâå âåðøèíû, ðàçëè÷àþùèåñÿ ðîâíî âîäíîé êîìïîíåíòå.Îïðåäåëåíèå 2.7. �ðà�û G = (V, E) è G′ = (V ′, E ′) íàçûâàþòñÿèçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ ϕ : V → V ′ òàêàÿ, ÷òî äëÿëþáîãî ðåáðà xy ∈ E âñåãäà ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′. Åñëè ãðà�û G = (V, E) è
G′ = (V ′, E ′) èçîìîð�íû, òî ïèøóò G ≃ G′.Èçîìîð�èçì äâóõ ãðà�îâ îçíà÷àåò, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíû îäíîé �èãóðîé. Ïîíÿòíî, ÷òî èçîìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåìýêâèâàëåíòíîñòè, ò.å. ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî âñåõ ãðà�îâ íà íåïåðåñåêàþ-ùèåñÿ êëàññû. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó èçîìîð�-íûìè ãðà�àìè ìû íå áóäåì.Îïðåäåëåíèå 2.8. Åñëè V ′ ⊆ V, E ′ ⊆ E, òî ãðà� G′ = (V ′, E ′)íàçûâàåòñÿ ïîäãðà�îì ãðà�à G = (V, E).Îïðåäåëåíèå 2.9. Äîïîëíåíèåì ãðà�àG = (V, E) íàçûâàåòñÿ ãðà�
G, ïîñòðîåííûé íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ñ ðåáðàìè èç ìíîæåñòâà [V ]2\E,ò.å. G = (V, [V ]2 \ E)

G G

Â äàííîì ñëó÷àå G ≃ G. 26



2.2. Ñòåïåíü âåðøèíûÏóñòü G = (V, E). Ìíîæåñòâî âåðøèí, ñîñåäíèõ ñ âåðøèíîé v âãðà�å G îáîçíà÷èì ÷åðåç E(v).Îïðåäåëåíèå 2.10. Ñòåïåíüþ âåðøèíû v íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |E(v)|,ò.å. ÷èñëî âåðøèí, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v. Âåðøèíà ñòåïåíè 0 íàçûâàåò-ñÿ èçîëèðîâàííîé. Îáîçíà÷àåòñÿ ñòåïåíü âåðøèíû v ãðà�à G ÷åðåç dG(v)èëè, åñëè ðå÷ü èäåò òîëüêî î âåðøèíàõ îäíîãî ãðà�à, òî ÷åðåç d(v).Îïðåäåëåíèå 2.11. ×èñëî δ := min{d(v) | v ∈ V } íàçûâàåòñÿ ìè-íèìàëüíîé ñòåïåíüþ ãðà�à G. ×èñëî ∆:=max{d(v) | v ∈ V } íàçûâàåò-ñÿ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ãðà�à. Îáû÷íî óïîòðåáëÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ
δ(G) è ∆(G).Îïðåäåëåíèå 2.12. Åñëè âñå âåðøèíû ãðà�à G èìåþò îäèíàêîâóþñòåïåíü k, òî îí íàçûâàåòñÿ k-ðåãóëÿðíûì. 3-ðåãóëÿðíûé ãðà� íàçûâà-åòñÿ êóáè÷åñêèì.Îïðåäåëåíèå 2.13. ×èñëî d(G) =

1

|V |
∑

v∈V

d(v) íàçûâàåòñÿ ñðåäíåéñòåïåíüþ ãðà�à G.Î÷åâèäíî, ÷òî
δ(G) 6 d(G) 6 ∆(G).Ïîñêîëüêó ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå âåðøèíû, òî î÷åâèäíî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 2.2. |E| =

1

2

∑

v∈V

d(v) =
1

2
d(G)|V |.Òåîðåìà 2.1. ×èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè â ãðà�å âñåãäà ÷åò-íî. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ãðà� G(V, E)èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òîãäà ñóììà ñòåïåíåéâñåõ âåðøèí, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èëè ∑

v∈V

d(v), áóäåò íå÷åòíûì ÷èñëîì.Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî 1

2

∑

v∈V

d(v) íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì è ïîýòîìó íåìîæåò áûòü ðàâíî êîëè÷åñòâó âåðøèí. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùå-ìó óòâåðæäåíèþ.Òåîðåìà äîêàçàíà. 27



2.3. Ïóòè è öèêëûÎïðåäåëåíèå 2.14. Ïóòåì èç âåðøèíû x0 â âåðøèíó xk â ãðà�å
G íàçûâàåòñÿ íàáîð x0, x1, . . . , xk, ãäå xi ∈ V (i = 0, k) è xj−1xj ∈ E(j = 1, k). ×èñëî ðåáåð ïóòè íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé.Ïóòü äëèíû k îáîçíà÷èì ÷åðåç pk. Ïóòü èç âåðøèíû x0 â âåðøèíó xkáóäåì çàäàâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí, ò.å pk = x0x1x2 . . . xk−1xk.Îïðåäåëåíèå 2.15. Ïóòü p = x0x1 . . . xk−1xkx0 íàçûâàåòñÿ öèêëîì,åñëè ∀i, j ∈ {0, . . . , k} èç òîãî, ÷òî i 6= j âñåãäà ñëåäóåò ÷òî xi 6= xj.Äëèíîé öèêëà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åãî ðåáåð.Òåîðåìà 2.2. Ëþáîé ãðà� G ñîäåðæèò ïóòü äëèíû δ(G) è öèêëäëèíû íå ìåíåå δ(G) + 1.Îïðåäåëåíèå 2.16. �àññòîÿíèåì ρG(x, y) ìåæäó âåðøèíàìè x è yâ ãðà�å G íàçûâàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç x â y. Åñëè ïóòè èç xâ y íå ñóùåñòâóåò, òî ïèøóò ρG(x, y) := ∞.Îïðåäåëåíèå 2.17. Íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðîèç-âîëüíûìè âåðøèíàìè ãðà�à G íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ãðà�à G, è îáî-çíà÷àåòñÿ diam (G).Îïðåäåëåíèå 2.18. Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé, åñëè ååìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî ëþáîé âåðøèíû ìèíèìàëüíî. ýòî ðàññòî-ÿíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì è îáîçíà÷àåòñÿ rad (G).Óòâåðæäåíèå 2.3. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

rad (G) 6 dim(G) 6 2rad (G).Îïðåäåëåíèå 2.19. Ìàðøðóòîì äëèíû k â ãðà�å G íàçûâàåòñÿíåïóñòàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v0e0v1e1 . . . ek−1vk âåðøèí èðåáåð â G òàêèõ, ÷òî ∀k ei = {vivi+1}. Åñëè v0 = vk, òî ìàðøðóò íàçû-âàåòñÿ çàìêíóòûì. Åñëè âñå âåðøèíû â ìàðøðóòå ðàçëè÷íû, òî îí åñòüïóòü. 2.4. Äåðåâüÿ, äâóäîëüíûå ãðà�û è ýéëåðîâû öèêëûÎïðåäåëåíèå 2.20. Íåïóñòîé ãðà� G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëèëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñâÿçàíû ïóòåì â G.Îïðåäåëåíèå 2.21. �ðà�, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ ëå-ñîì. Ñâÿçíûé ëåñ íàçûâàåòñÿ äåðåâîì. Âåðøèíû ñòåïåíè 1 â äåðåâå íà-çûâàþòñÿ ëèñòüÿìè.Òåîðåìà 2.3. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ãðà�à
T : 28



1) T � äåðåâî;
2) ëþáûå âåðøèíû ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì ïóòåì;
3) ∀e ∈ T ãðà� T ñâÿçåí, à T \ e íå ñâÿçåí;
4) ãðà� T íå ñîäåðæèò öèêëîâ, íî ãðà� T +XY ñîäåðæèò öèêë äëÿëþáûõ äâóõ âåðøèí X, Y ãðà�à T , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ èíöèäåíòíû-ìè. Òåîðåìà 2.4. Ñâÿçàííûé ãðà� íà n âåðøèíàõ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò n − 1 ÷èñëî ðåáåð.Îïðåäåëåíèå 2.22. Ïóñòü r ∈ Z+ \ {0, 1}. �ðà� G = (V, E) íàçû-âàåòñÿ r-äîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî V ìîæíî ðàçáèòü íà r êëàññîâ òàê,÷òî êàæäîå ðåáðî èìååò ñâîè êîíöåâûå âåðøèíû â ðàçíûõ êëàññàõ. Åñëè

r = 2, òî ãðà� íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì.

3-äîëüíûé  ãðàôÎïðåäåëåíèå 2.23. r-äîëüíûé ãðà� â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíûðàçíûõ êëàññîâ ñìåæíû, íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.Òåîðåìà 2.5. (Òåîðåìà Ê¼íèãà) �ðà� ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.Îïðåäåëåíèå 2.24. Çàìêíóòûé ìàðøðóò â ãðà�å íàçûâàåòñÿ ýéëå-ðîâûì öèêëîì, åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäîå ðåáðî ãðà�à ðîâíî îäèíðàç. �ðà� íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè îí ñîäåðæèò ýéëåðîâûé öèêë.Ýéëåðîâû ãðà�û áûëè îòêðûòû Ýéëåðîì ïðè ðåøåíèè çíàìåíèòîéçàäà÷è î Ê¼íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ.Òåîðåìà 2.6. Ñâÿçíûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà êàæäàÿ âåðøèíà ãðà�à èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü.Îïðåäåëåíèå 2.25. Îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì èëè îðãðà�îì íà-çûâàåòñÿ ïàðà (V, R), ãäå V 6= ∅, à R ⊆ (V )2 (ãäå (V )2 � ìíîæåñòâî29



Ãðàô äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
î Ê¸íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõâñåõ âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ 2-õ ýëåìåíòíûõ âûáîðîê èç ìíîæåñòâà

V. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè, à ýëåìåíòû ìíîæå-ñòâà R íàçûâàþòñÿ äóãàìè èëè îðèåíòèðîâàííûìè ðåáðàìè.Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì èçîáðàæåíèè ãðà�à â ïðîñòðàíñòâå (èëè íàïëîñêîñòè), äóãà, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò âåðøèíó v ñ âåðøèíîé w ïðåäñòà-âëÿåòñÿ îòðåçêîì ñî ñòðåëêîé, íàïðàâëåííîé îò v ê w.
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3. Áóëåâû �óíêöèè è èõ ñâîéñòâà3.1. Ýëåìåíòàðíûå áóëåâû �óíêöèèÎïðåäåëåíèå 3.1. Ôóíêöèÿ f : Bn → B, ãäå B = {0, 1} íàçûâàåòñÿáóëåâîé �óíêöèåé èëè �óíêöèåé àëãåáðû ëîãèêè.Àðãóìåíòû áóëåâûõ �óíêöèé áåðóòñÿ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà U =
= {u1, u2, . . . , um, . . .}. Íàïðèìåð, çàïèñü f(u1, u2, . . . , un) îçíà÷àåò áó-ëåâó �óíêöèþ îò n àðãóìåíòîâ. Ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà U áóäåì îáî-çíà÷àòü áóêâàìè x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn, x, y, z. �àçëè÷íûå áóêâû ïðèýòîì îáîçíà÷àþò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû.Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � íåêîòîðûå àðãóìåíòû (ïåðåìåííûå) èç ìíîæå-ñòâà U. Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç ìíîæå-ñòâà {0, 1}. Ïîýòîìó ãîâîðÿò î íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûåÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè n-ýëåìåíòíûìè âûáîðêàìè ñ âîçâðàùåíèåìèç ìíîæåñòâà {0, 1}.Ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn íàçûâàþò åùå ïðîïîçèöèîíàëüíûìè èëèïðîïîçèöèîííûìè.Åñëè f(x1, x2, . . . , xn) � áóëåâà �óíêöèÿ è (a1, a2, . . . , an) � íåêîòî-ðàÿ âûáîðêà èç B2, òî f(a1, a2, . . . , an) åñòü çíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè íàíàáîðå (a1, a2, . . . , an), åñëè ýòî çíà÷åíèå íà óêàçàííîì íàáîðå îïðåäåëåíî(ìîæåò áûòü è ïðîòèâíîå).Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ìíîæåñòâî âñåõ âñþäó îïðåäåëåííûõ áóëåâûõ�óíêöèé, à ÷åðåç P

(n)
2 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò

n àðãóìåíòîâ (n > 1).Áóäåì ïèñàòü x̃n = (x1, x2, . . . , xn) è íàçûâàòü ýòî âûðàæåíèå âåê-òîðíûì çàäàíèåì àðãóìåíòà.Áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû â êîòîðîé âïåðâûõ n ñòîëáöàõ ñòîÿò âñå âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ,à â n + 1 ñòîëáöå � çíà÷åíèÿ ñàìîé áóëåâîé �óíêöèè. Íàáîðû çíà÷åíèéïåðåìåííûõ ïðèíÿòî ðàñïîëàãàòü â òàê íàçûâàåìîì åñòåñòâåííîì ïîðÿä-êå. 31



x1 x2 x3 · · · xn−2 xn−1 xn f(x̃n)
0 0 0 · · · 0 0 0 a1

0 0 0 · · · 0 0 1 a2

0 0 0 · · · 0 1 0 a3

· · · · · · · · · . . . · · · · · · · · · · · ·
1 1 1 · · · 1 0 1 a2n−2

1 1 1 · · · 1 1 0 a2n−1

1 1 1 · · · 1 1 1 a2n�àññìîòðèì ïðèìåð êîíêðåòíîé áóëåâîé �óíêöèè îò 3-õ àðãóìåíòîâ.
x1 x2 x3 f(x̃3)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0Ñîãëàøåíèå î çàäàíèè çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â åñòåñòâåííîì ïîðÿä-êå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áîëåå êîìïàêòíîå âåêòîðíîå çàäàíèå áóëåâîé�óíêöèè. Òàê, â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå, f(x̃3) = (11010110).Òåîðåìà 3.1 (Î ÷èñëå ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé îò nàðãóìåíòîâ.). |P (n)

2 | = 22n.Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñâîçâðàùåíèåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ ïî n-ýëåìåíòîâ (ò.å. ÷èñëî âñåâîçìîæ-íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñòðîê òàáëèöû èñòèííîñòè), ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ6) òåîðåìû 1.1, ðàâíî 2n. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè òàáëèöû èñòèííîñòè âîç-ìîæåí îäèí èç ñëó÷àåâ � ëèáî â ýòîé ñòðîêå �óíêöèÿ èìååò çíà÷åíèå 1,ëèáî åå çíà÷åíèå â ýòîé ñòðîêå ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî èçíàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñíîâà ïðîèñõîäèò âûáîð èç äâóõýëåìåíò-íîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó, îïÿòü ïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 6) òåîðåìû 1.1,ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n àðãóìåíòîâ ðàâíî
22n. Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 3.2. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) ñóùåñòâåí-íî çàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi (i = 1, 2, . . . , n), åñëè ñóùåñòâóåò òà-êîé íàáîð (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . .32



. . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, ÷òî
f(a1, a2, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) 6=
f(a1, a2, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).Ýòà ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé. Ïåðåìåííàÿ êîòîðàÿ íåÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé íàçûâàåòñÿ �èêòèâíîé.Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) çàäàíà òàáëè÷íî èäëÿ íåêîòîðîãî i = 1, n ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ åå �èêòèâíîé ïåðåìåí-íîé. Âû÷åðêèâàíèå èç ýòîé òàáëèöû âñåõ ñòðîê, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-þò íàáîðàì (a1, a2, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an), ãäå (a1, a−2, . . . , ai−1, ai+1, . . .

. . . , an) � íåêîòîðûå íàáîðû ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xnè ñòîëáöà â êîòîðîì ñòîèò ïåðåìåííàÿ xi, çàäàåò áóëåâó �óíêöèþ
f1(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) îò n − 1 ïåðåìåííûõ. Òàêîå âû÷åðêèâà-íèå íàçûâàåòñÿ óäàëåíèåì �èêòèâíîé ïåðåìåííîé xi.Îïðåäåëåíèå 3.4. Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ îïåðàöèè óäàëåíèÿ �èêòèâ-íîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ââåäåíèÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé.Îïðåäåëåíèå 3.5. Äâå áóëåâû �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñ-ëè îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé, ïóòåì óäàëåíèÿ èëèââåäåíèÿ �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.Ïîñêîëüêó ìû ðàññìîòðåëè îïåðàöèè óäàëåíèÿ è ââåäåíèÿ �èêòèâ-íûõ ïåðåìåííûõ, òî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.Çàìå÷àíèå 3.1. Ëþáîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé f1, f2, . . . , fsìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî �óíêöèé çàâèñÿùèõ îò îäíèõè òåõ æå ïåðåìåííûõ.Îïðåäåëåíèå 3.6. Ýëåìåíòàðíûìè áóëåâûìè �óíêöèÿìè íàçûâà-þòñÿ �óíêöèè, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ òàáëèö.

x x 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1

x y x ∧ y x ∨ y x ⇒ y x ⇔ y x ⊕ y
0 0 0 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 0

x � òîæäåñòâåííàÿ �óíêöèÿ;
x̄ � îòðèöàíèå;
0 � êîíñòàíòà 0;
1 � êîíñòàíòà 1;
x ∧ y � êîíúþíêöèÿ;
x ∨ y � äèçúþíêöèÿ;
x ⇒ y � èìïëèêàöèÿ ( x � ïîñûëêà, y � çàêëþ÷åíèå);33



x ⇔ y � ýêâèâàëåíöèÿ;
x ⊕ y � ñóììà ïî ìîäóëþ 2.Âìåñòî x ∧ y áóäåì óïîòðåáëÿòü âñþäó, ãäå âîçìîæíî, çàïèñü xy.3.2. Ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ �óíêöèé×åðåç F îáîçíà÷èì íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé,à ÷åðåç F0 � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ �óíêöèé.Îïðåäåëåíèå 1.6 (Èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå �îðìóëû íàä ìíî-æåñòâîì F áóëåâûõ �óíêöèé). Êàæäàÿ �óíêöèÿ f(x̃n) èç ìíîæåñòâà

F íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé íàä F .Åñëè f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F è A1, A2, . . . , An � �îðìóëû íàä F èëèïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà U , òî âûðàæåíèå f(A1, A1, . . . , An) íàçûâàåòñÿ�îðìóëîé íàä F .Ïðèìåð 3.1. x∨ y è y ∨ (x⊕ z) � �îðìóëû; x1∨∧ x2, ∨(x1 ⇒ x2) �íå �îðìóëû.Åñëè A è B � íåêîòîðûå �îðìóëû è f(A, B) ∈ F0, òî ãîâîðÿò, ÷òîê �îðìóëàì A è B ïðèìåíåíà îïåðàöèÿ áóëåâîé àëãåáðû. Òàêèì îáðà-çîì, â ìíîæåñòâî îïåðàöèé áóëåâîé àëãåáðû âõîäÿò ýëåìåíòàðíûå áóëåâû�óíêöèè: äèçúþíêöèÿ, êîíúþíêöèÿ, èìïëèêàöèÿ, ýêâèâàëåíöèÿ, ñóììàïî ìîäóëþ 2. Êðîìå ýòèõ îïåðàöèé â áóëåâîé àëãåáðå ñóùåñòâóþò åùåäâå îïåðàöèè, êîòîðûå òàê æå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè áóëåâûìè �óíê-öèÿìè, íî ïðèìåíèìû òîëüêî ê îäíîé �îðìóëå � âçÿòèå îòðèöàíèÿ: Āè òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ: A.Èíîãäà âìåñòî çàïèñè Ā èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü ⌉A. Ýòî îáîçíà÷åíèåîêàçûâàåòñÿ îñîáåííî óäîáíûì, åñëè îòðèöàíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê áîëüøîé�îðìóëå, ëèáî îòðèöàíèé äîñòàòî÷íî ìíîãî. Îñîáåííî óäîáíûì òàêîåîáîçíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ïðè ñîñòàâëåíèè òàáëèö èñòèííîñòè.Êàê â àëãåáðå ñóùåñòâóåò çàêîí ñòàðøèíñòâà îïåðàöèé, òàê â áóëå-âûõ �óíêöèÿõ ñóùåñòâóþò ïðàâèëà ðàñêðûòèÿ ñêîáîê: ((((⌉) ∧) ∨) ⇒)
⇔. Äëÿ îïåðàöèè ⊕ ïðàâèëî ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:((((⌉) ∧) ∨) ⇒) ⊕.Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè �îðìóëû À èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî �óíêöèè
f1, f2, . . . fn, òî ïèøóò A[f1, f2, . . . fn].Åñëè ïðè ïîñòðîåíèè �îðìóëû À èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïåðåìåííûå
x1, x2, . . . xn, òî ïèøóò A[x1, x2, . . . xn].Îïðåäåëåíèå 3.7. Ôîðìóëû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ïîñòðîåíèèäàííîé �îðìóëû íàçûâàþòñÿ åå ïîä�îðìóëàìè.34



Îïðåäåëåíèå 3.8. Êàæäîé �îðìóëå A(x1, x2, . . . xn) íàä ìíîæå-ñòâîì F ìîæíî ñîïîñòàâèòü áóëåâó �óíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn) ïî ïðà-âèëó: äëÿ êàæäîãî íàáîðà (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . .
. . . , xn ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ f(x1, x2, . . . , xn) = A(a1, a2, . . . , an).Òàêóþ �óíêöèþ f(x̃n) íàçûâàþò ñóïåðïîçèöèåé �óíêöèé èç ìíîæåñòâà
F . �îâîðÿò òàêæå, ÷òî �îðìóëà A(x1, x2, . . . , xn) ðåàëèçóåò íåêîòîðóþáóëåâó �óíêöèþ f(x̃n). Ýòó �óíêöèþ äëÿ A áóäåì îáîçíà÷àòü fA.Îïðåäåëåíèå 3.9. Ôîðìóëû A è B íàçûâàþò ýêâèâàëåíòíûìè,åñëè fA = fB, ïðè ýòîì ïèøóò A = B.Ñâîéñòâî 3.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1. Àññîöèàòèâíûå çàêîíû:1.1. (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z);1.2. (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z);1.3. (x ⊕ y) ⊕ z = x ⊕ (y ⊕ z);2. Êîììóòàòèâíûå çàêîíû:2.1. x ∧ y = y ∧ x;2.2. x ∨ y = y ∨ x;2.3. x ⊕ y = y ⊕ x;3. Äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû:3.1. x(y ∨ z) = xy ∨ xz;3.2. x ∨ yz = (x ∨ y)(x ∨ z);3.3. x(y ⊕ z) = xy ⊕ xz.4. Ñâîéñòâà îïåðàöèé ⌉,∧,∨:4.1. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ: x = x;4.2. x ∧ x = x ∨ x = x;Çàêîíû Äå-Ìîðãàíà:4.3. x ∨ y = x ∧ y;4.4. x ∧ y = x ∨ y.5. Ñâîéñòâà êîíñòàíò:

xx = 0; x ∨ x = 1; x ⊕ x = 0;
x0 = 0; x ∨ 1 = 1; x ⊕ 0 = x;
x1 = x; x ∨ 0 = x; x ⊕ 1 = x.6. Âûðàæåíèå ⊕, ⇒, ⇔ ÷åðåç ⌉, ∨, ∧:

x ⊕ y = xy ∨ xy; x ⇔ y = xy ∨ x y;

x ⇒ y = x ∨ y; x ⇔ y = (x ∨ y)(x ∨ y).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ óòâåðæäåíèé ïðîâîäèòñÿïðÿìîé ïðîâåðêîé ñ èñïîëüçîâàíèåì òàáëèö èñòèííîñòè.35



Îïðåäåëåíèå 3.10. Äëÿ n > 1 îïðåäåëèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
n
∧

i=1

xi = x1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xn � ëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå;
n
∨

i=1

xi = x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn � ëîãè÷åñêàÿ ñóììà;
n
⊕

i=1

xi = x1 ⊕ x2 ⊕ . . . ⊕ xn.Ñâîéñòâî 3.2. Åñëè A � íåêîòîðàÿ �îðìóëà è A′ � íåêîòîðàÿ ååïîä�îðìóëà, òî ïðè çàìåíå íåêîòîðûõ âõîæäåíèé A′ â �îðìóëó A íà
B′, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà A′, ìû ïîëó÷èì �îðìóëó B, ýêâèâàëåíòíóþ
A. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:Ñâîéñòâî 3.3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

1. x ∨ xy = x � ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ êîíúþíêöèè;
2. x(x ∨ y) = x � ïðàâèëî ïîãëîùåíèÿ äèçúþíêöèè;
3. xy ∨ xy = x � ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ;Ñâîéñòâî 3.4. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
0 ⇒ x = 1;
1 ⇒ x = x;
x ⇒ 0 = x;
x ⇒ 1 = 1;Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà 3.3 èëè òàáëèö èñ-òèííîñòè.Îïðåäåëåíèå 3.11. Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ òàâòîëîãèåé, åñëè ïðèëþáîì íàáîðå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûõ îíà ïðèíèìàåò çíà-÷åíèå 1, ò.å. fA = 1.Åñëè A � òàâòîëîãèÿ, òî áóäåì ïèñàòü: |= A.Îïðåäåëåíèå 3.12. Ôîðìóëà A íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, åñëèäëÿ ëþáîãî íàáîðà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûõ îíà ïðèíèìàåòçíà÷åíèå 0, ò.å. fA = 0.Åñëè A � ïðîòèâîðå÷èå, òî áóäåì ïèñàòü |= A.Òåîðåìà 3.2. Ôîðìóëà A ðàâíà B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|= A ⇔ B.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè A = B, òî fA = fB. Çíà÷èò, fA = fB äëÿëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, |= fA ⇔ fB è ïî-ýòîìó |= A ⇔ B.Åñëè |= A ⇔ B, òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ fA = fBè, çíà÷èò, A = B. 36



Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïîíÿòèÿ �îðìóëû, ýêâèâàëåíòíîé �îðìóëû è ñóïåðïîçèöèè áóëå-âûõ �óíêöèé ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ�óíêöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ �îðìóëû, êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà äàííîé (ò.å. ðåà-ëèçóåò òó æå �óíêöèþ), íî èìååò áîëåå ïðîñòîå ñòðîåíèå. Òàêèå äåéñòâèÿíàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.3.3. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòèÎïðåäåëåíèå 3.13. Áóëåâà �óíêöèÿ f ∗(x̃n) = f(x1, x2, . . . , xn) íà-çûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n).Èñïîëüçóÿ òàáëèöû èñòèííîñòè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî 0 äâîéñòâåííà ê
1; 1 äâîéñòâåííà ê 0; x äâîéñòâåííà ê x; x äâîéñòâåííà ê x; ∧ äâîéñòâåííàê ∨; ∨ äâîéñòâåííà ê ∧.Òåîðåìà 3.3. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) èìååò ìåñòî ñëå-äóþùåå ðàâåíñòâî (f ∗)∗ = f .Äîêàçàòåëüñòâî.

(f ∗)∗(x̃n) = f
∗
(x1, x2, . . . , xn) =

f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn) = f(x̃n).Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 3.4 (Î äâîéñòâåííîé �óíêöèè). Åñëè
Φ(x̃n) = f(f1(x̃

n), f2(x̃
n), . . . , fk(x̃

n)),òî
Φ∗(x̃n) = f ∗(f ∗

1 (x̃n), f ∗
2 (x̃n), . . . , f ∗

k (x̃n)).Äîêàçàòåëüñòâî.
Φ∗(x̃n) = Φ∗(x1, x2, . . . , xn) = Φ(x1, x2, . . . , xn) =

f(f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . fm(x1, x2, . . . , xn)) =

= f(f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . fk(x1, x2, . . . , xn)) =

f(f
∗
1(x̃

n), . . . , f
∗
m(x̃n)) = f ∗(f ∗

1 (x̃n), . . . , f ∗
m(x̃n)).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñâîéñòâî 3.5 (Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Åñëè �îðìóëà

A[f1, f2, . . . , fs] ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ f(x̃n), òî �îðìóëà A[f ∗
1 , f ∗

2 , . . .
. . . , f ∗

s ] ðåàëèçóåò f ∗(x̃n). 37



Îïðåäåëåíèå 3.14. Ôîðìóëà A[f ∗
1 , f ∗

2 , . . . , f ∗
n] íàçûâàåòñÿ äâîé-ñòâåííîé ê �îðìóëå A[f ∗

1 , f ∗
2 , . . . , f ∗

n]. Ïðè ýòîì ïèøóò A∗ = A[f ∗
1 , f ∗

2 , . . .
. . . , f ∗

s ].Åñëè F = {0, 1, x, x, xy, x∨y}, òî äëÿ �îðìóëû íàä F ïðèíöèï äâîé-ñòâåííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü âñþäó â äàííîé êîíêðåò-íîé �îðìóëå A êàæäóþ îïåðàöèþ íà îïåðàöèþ, åé äâîéñòâåííóþ è òîãäàìû ïîëó÷èì A∗.Ñâîéñòâî 3.6. Åñëè A = B, òî A∗ = B∗.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî fA = fB (ïî îïðåäåëåíèþýêâèâàëåíòíîñòè �îðìóë).Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò â äâà ðàçà ñî-êðàòèòü äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâ, ïîñòðîåííûõ íà äâîéñòâåííûõ îïåðà-öèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, äîêàçàâ íåêîòîðîå òîæäåñòâî A, ìû ïîëó÷èì ïîñëåçàìåíû îïåðàöèé íà äâîéñòâåííûå, íîâîå òîæäåñòâî.3.4. �àçëîæåíèÿ áóëåâûõ �óíêöèéÏóñòü a ∈ B = {0; 1}. Îïðåäåëèì âûðàæåíèå xa ñëåäóþùèì îáðà-çîì: xa = xa ∨ x a. Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî
xa =

{

x, åñëè a = 1,
x, åñëè a = 0.Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ xa, ñëåäóåò óòâåðæäå-íèå.Ëåììà 3.1. xa = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = a.Òåîðåìà 3.5 (Î äèçúþíêòèâíîì ðàçëîæåíèè ÁÔ). Äëÿ ëþáîãî

k = 1, 2, . . . , n è äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-ùåå ðàâåíñòâî
f(x̃n) =

∨

(a1,a2,...,ak)

xa1

1 xa2

2 . . . xak

k f(a1, a2, . . . , ak, xk+1, . . . , xn),ãäå äèçúþíêöèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì íàáîðàì (a1, a2, . . .
. . . , ak) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (b1, b2, . . . , bn) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà-÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðà-âåíñòâà ïîëó÷àåì f(b1, b2, . . . , bn). Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèíèìàåò âèä

∨

a1,a2,...,ak

b1
a1b2

a2 . . . bk
akf(a1, a2, . . . , ak, bk+1, . . . , bn).38



Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i = 1, 2, . . . , k, ai 6= bi, òî, ïî ëåììå 3.1, bai

i =
= 0. Â ýòîì ñëó÷àå âñÿ äèçúþíêöèÿ ðàâíà 0. Åñëè æå ∀i = 1, 2, . . . , kâñåãäà bi = ai, òî â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì f(b1, b2, . . . , bk, bk+1, . . . , bn) =
= f(b1, b2, . . . , bn), ò.å. òî æå ÷òî è â ëåâîé ÷àñòè. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòèâûáîðà ïåðåìåííûõ è íàáîðîâ èõ çíà÷åíèé, ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ âñå-ãäà. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñâîéñòâî 3.7. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) ñïðàâåäëèâû ñëå-äóþùèå ðàâåíñòâà:

f(x̃n) = xnf(x̃n−1, 1) ∨ xnf(x̃n−1, 0) (3.1)
f(x̃n) =

∨

a1,a2,...,an

xa1

1 xa2

2 . . . xan

n f(a1, a2, . . . , an) (3.2)Åñëè f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, òî
f(x̃n) =

∨

(a1,a2,...,an)
f(a1,a2,...,an)=1

xa1

1 xa2

2 . . . xan

n (3.3)Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé. Âîçüì¼ìòîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ � xn. Äëÿ íåå âîçìîæíî òîëüêî äâà íàáîðà �
(1) è (0). Åñëè xn èìååò çíà÷åíèå 1, òî xa

n = xn è ïîýòîìó äèçúþíêòèâíûé÷ëåí áóäåò ðàâåí xnf(x̃n−1, 1), à, åñëè xn èìååò çíà÷åíèå 0, òî xa
n = xn èïîýòîìó äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí áóäåò ðàâåí xnf(x̃n−1, 0). �àâåíñòâî (3.3)äîêàçàíî.�àâåíñòâî (5.1) òàê æå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, åñëè k = n.�àññìîòðèì ðàâåíñòâî (5.1). Åñëè íà äàííîì íàáîðå (a1, a2, . . . , an)ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ìû ïîëó÷àåì, ÷òî f(a1, a2, . . . , an) = 0, òî âåñüäèçúþíêòèâíûé ÷ëåí èìååò çíà÷åíèå 0 (êàê êîíúþíêöèÿ íåêîòîðîãî ÷èñ-ëà áóëåâûõ �óíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ èìååò çíà÷åíèå 0). Ïîýòîìó, ïîñâîéñòâó êîíñòàíòû 0, ýòîò äèçúþíêòèâíûé ÷ëåí èñêëþ÷àåòñÿ. Ñëåäîâà-òåëüíî, ïåðåáðàâ âñå íàáîðû ïåðåìåííûõ, ìû èñêëþ÷èì âñå òå äèçúþíê-òèâíûå ÷ëåíû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì, îáðàùàþùèì �óíêöèþ

f(x̃n) â íîëü. Çíà÷èò, îñòàíóòñÿ òîëüêî òå íàáîðû (a1, a2, . . . , an) äëÿ êî-òîðûõ f(a1, a2, . . . , an) = 1, ò.å. ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (5.2).Ñâîéñòâî äîêàçàíî.Îïðåäåëåíèå 3.15. �àâåíñòâî
f(x̃n) = xnf(x̃n−1, 1) ∨ xnf(x̃n−1, 0)íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì áóëåâîé �óíêöèè ïî ïåðåìåííîé.39



Îïðåäåëåííîå âûøå ðàçëîæåíèå ïî ïåðåìåííîé îêàçûâàåòñÿ ïîëåç-íûì, êîãäà êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà áóëåâûõ �óíêöèé óñòàíàâëèâàþòñÿ ïîèíäóêöèè.Îïðåäåëåíèå 3.16. Åñëè áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-òèâîðå÷èåì, òî âûðàæåíèå
f(x̃n) =

∨

(a1,a2,...,an)
f(a1,a2,...,an)=1

xa1

1 xa2

2 . . . xan

níàçûâàþò åå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé (ÑÄ-ÍÔ).Ïóñòü áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Òîãäà, ïî-ñêîëüêó êîíñòàíòà 1 äâîéñòâåííà êîíñòàíòå 0, òî �óíêöèÿ f ∗(x̃n) íå ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ �óíêöèè f ∗(x̃n) ìîæíî ïî-ñòðîèòü ÑÄÍÔ:
f ∗(x̃n) =

∨

(a1,a2,...,an)
f∗(a1,a2,...,an)=1

xa1

1 xa2

2 . . . xan

n .Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè âûøå:
f(x̃n) = (f ∗(x̃n))∗ =







∨

(a1,a2,...,an)
f∗(a1,a2,...,an)=1

xa1

1 xa2

2 . . . xan

n







∗

=

=









∨

(a1,a2,...,an)

f
(
a1,a2,...,an)=1

xa1

1 xa2

2 . . . xan

n









∗

=





Âîñïîëüçóåìñÿïðèíöèïîìäâîéñòâåííîñòè  =

∧

(a1,a2,...,an)

f(a1,a2,...,an)=1

(xa1

1 ∨ xa2

2 . . . ∨ xan

n ) =

∧

(a1,a2,...,an)
f(a1,a2,...,an)=0

(xa1

1 ∨ xa2

2 ∨ . . . ∨ xan

n ) =

[ çàìåíèì òåïåðü
ai íà ai (i = 1, n)

]

=
∧

(a1,a2,...,an)
f(a1,a2,...,an)=0

(

xa1

1 ∨ xa2

2 ∨ . . . ∨ xan

n

)

.Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå çàìåíà âîçìîæíà ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî âûðà-æåíèå (a1, a2, . . . , an) â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ïðîñòî íåêîòîðûé íàáîð.40



Îïðåäåëåíèå 3.17. Åñëè áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ òàâòî-ëîãèåé, òî âûðàæåíèå
f(x̃n) =

∧

a1,a2,...,ak
f(a1,a2,...,an)=0

(xa1

1 ∨ xa2

2 ∨ . . . ∨ xan

n )íàçûâàåòñÿ åå ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé(ÑÊÍÔ)ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ ìîæíî îïðåäåëèòü èíäóêòèâíî.Îïðåäåëåíèå 3.18. Ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ êîíú-þíêöèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ èç ìíî-æåñòâà U = {u1, u2, . . . , um, . . .}, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé óêàçàí-íîãî ìíîæåñòâà â ýòîé êîíúþíêöèè ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ëèáî ñàìàïåðåìåííàÿ, ëèáî åå îòðèöàíèå. Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ èëè åå îòðèöàíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé.Îïðåäåëåíèå 3.19. Ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ äèçú-þíêöèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ èç ìíî-æåñòâà U = {u1, u2, . . . , um, . . .}, ïðè÷åì äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé óêàçàí-íîãî ìíîæåñòâà â ýòîé äèçúþíêöèè ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü ëèáî ñàìàïåðåìåííàÿ, ëèáî åå îòðèöàíèå. Ëþáàÿ ïåðåìåííàÿ èëè åå îòðèöàíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.Îïðåäåëåíèå 3.20. Êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé (ÊÍÔ)íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ, ëèáî êîíúþíêöèÿ íåêîòî-ðîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé.Îïðåäåëåíèå 3.21. Äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé (ÄÍÔ)íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ, ëèáî äèçúþíêöèÿ íåêîòî-ðîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé.Îïðåäåëåíèå 3.22. Ñîâåðøåííîé êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìîé (ÑÊÍÔ) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ÊÍÔ, â êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ äèçú-þíêöèþ êîòîðîé âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ ëèáî åå îòðèöàíèå âõîäèò ðîâíî 1ðàç, åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ ëèáî åå îòðèöàíèå, âõîäèò â êàêóþ-ëèáî äðóãóþýëåìåíòàðíóþ äèçúþíêöèþ ýòîé ÑÊÍÔ.Îïðåäåëåíèå 3.23. Ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìîé (ÑÄÍÔ) íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ÄÍÔ, â êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíú-þíêöèþ êîòîðîé âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ ëèáî åå îòðèöàíèå âõîäèò ðîâíî 1ðàç, åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ ëèáî åå îòðèöàíèå, âõîäèò â êàêóþ-ëèáî äðóãóþýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ ýòîé ÑÊÍÔ.Îïðåäåëåíèå 3.24. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèèâñÿêèé åå ýëåìåíò (ò.å. íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ, ëèáî îòðèöàíèå íåêîòîðîé41



ïåðåìåííîé) íàçûâàåòñÿ åå ìíîæèòåëåì.Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 3.4 è 3.5, à òàê æå èç (3.1) ñëåäóåòóòâåðæäåíèåÒåîðåìà 3.6. Âñÿêàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû,èìååò åäèíñòâåííûå ÑÄÍÔ è ÑÊÍÔ, íî ìîæåò èìåòü íåñêîëüêîÄÍÔ è ÊÍÔ.Òåîðåìà 3.7. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) ñïðàâåäëèâî ðàâåí-ñòâî:
f(x̃n) = (x1 ⇒⌉f(1, x2, . . . , xn)) ⇒⌉(x1 ⇒⌉f(0, x2, . . . , xn)).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ.Äëÿ ïåðåìåííîé x1 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: x1 = 1 è x1 = 0.Åñëè x1 = 1, òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä:
f(x̃n) = (1 ⇒⌉f(1, x2, . . . , xn)) ⇒⌉(0 ⇒⌉f(0, x2, . . . , xn)).Èìïëèêàöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ ïî îïðåäåëåíèþ èìååò çíà÷å-íèå 1. Ïîýòîìó çàêëþ÷åíèå èìïëèêàöèè, êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ ïîñëåäíåéèìååò çíà÷åíèå 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä:

f(x̃n) = (1 ⇒⌉f(1, x2, . . . , xn)) ⇒ 0.Èñïîëüçóÿ òåïåðü âûðàæåíèå èìïëèêàöèè ÷åðåç äèçúþíêöèþ è îòðèöà-íèå, ïîëó÷èì:
f(x̃n) =⌉(0∨⌉f(1, x2, . . . , xn);

f(x̃n) =⌉⌉f(1, x2, . . . , xn);

f(x̃n) = f(1, x2, . . . , xn).Íî ò.ê. x1 = 1 òî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî.Ñëó÷àé x1 = 0 äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî:
f(x̃n) = (0 ⇒⌉f(1, x2, . . . , xn)) ⇒⌉(1 ⇒⌉f(0, x2, . . . , xn));

f(x̃n) = 1 ⇒⌉(1 ⇒⌉f(0, x2, . . . , xn));

f(x̃n) = 0∨⌉(1 ⇒ f(0, x2, . . . , xn));

f(x̃n) =⌉(0 ∨ f(0, x2, . . . , xn));

f(x̃n) =⌉⌉(f(0, x2, . . . , xn));

f(x̃n) = f(0, x2, . . . , xn)Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïóñòü âûðàæåíèå →
16i6n

Ai îáîçíà÷àåò �îðìóëó
A1 ⇒ (A2 ⇒ (. . . (An−1 ⇒ An) . . .)).42



÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé �îðìóëû ïðè n = 1 åñòü A1.Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3.7 â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðèíèìàåò âèä:
f(x̃n) →

v1
v1∈{1,0}

(xv1

1 ⇒⌉ (f(v1, x2, . . . , xn)) .Ñâîéñòâî 3.8. Äëÿ ëþáîé áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n) è äëÿ ëþáîãî k =
= 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

f(x̃n) = →
v1,...,vk

vi∈{0,1}, i=1,k

(xv1

1 ⇒ (xv2

2 ⇒ (. . .

. . . (xvk

k ⇒⌉f(v1, v2, . . . , vk, xk+1, . . . , xn)) . . .))).Åñëè æå f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì è k = n, òî ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî
f(x̃n) = →

(v1,v2...,vn)
f(v1,v2,...,vn)=1

(xv1

1 ⇒ (xv2

2 ⇒ (. . . (x
vn−1

n−1 ⇒ xvn

n ) . . .))).Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áû èñ-ïîëüçîâàòü òåîðåìó 3.7 k ðàç.Îïðåäåëåíèå 3.25. Åñëè áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-òèâîðå÷èåì, òî âûðàæåíèå
f(x̃n) = →

(v1,v2,...,vn)
f(v1,v2,...,vn)=1

(xv1

1 ⇒ (xv2

2 ⇒ (. . . (x
vn−1

n−1 ⇒ xvn

n ) . . .))).íàçûâàåòñÿ åå ñîâåðøåííîé èìïëèêàòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé (ÑÈÍÔ).Îïðåäåëåíèå 3.26. Ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ 2 (ïîëèíîìîì Æåãàë-êèíà) îò n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå, êîòîðîåçàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
⊕

i1,i2,...,is

ai1,i2,...,isxi1xi2 . . . xis,ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì ïîäìíîæåñòâàì èíäåêñîâ èç ìíîæå-ñòâà 1, 2, . . . , n, ai1...is ∈ B.Òåîðåìà 3.8 (Æåãàëêèíà). Êàæäàÿ áóëåâà �óíêöèÿ ìîæåòáûòü çàäàíà ïîëèíîìîì ïî ìîäóëþ 2 è ïðè òîì åäèíñòâåííûì îáðà-çîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëèíîì Æåãàëêèíà � ýòî áó-ëåâà �óíêöèÿ. ×èñëî ïðîèçâåäåíèé xi1xi2 . . . xis ðàâíî êîëè÷åñòâó âñåõâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ò.å. 2n, à òàê êàê
ai1,i2,...,is ∈ {0, 1}, òî èñêîìîå ÷èñëî ïîëèíîìîâ ðàâíî 22n, ò.å. ÷èñëó áó-ëåâûõ �óíêöèé îò òåõ æå ïåðåìåííûõ. Îòñþäà ñëåäóåò ê òîìó æå è43



åäèíñòâåííîñòü.Òåîðåìà äîêàçàíà.ÏîëèíîìÆåãàëêèíà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàçëîæåíèå áóëåâîé�óíêöèè íàä áàçèñîì {∧,⊕}.
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4. Äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìû áóëåâûõ�óíêöèé4.1. Ïðîáëåìà ìèíèìèçàöèè äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ�îðì áóëåâûõ �óíêöèéÈçó÷àÿ áóëåâû �óíêöèè, ìû óáåäèëèñü, ÷òî âñÿêàÿ áóëåâà �óíêöèÿèìååò íåñêîëüêî äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîç-íèêàåò ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì áîëååïðîñòîãî âèäà. Ïðè÷åì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàéòè äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëü-íóþ �îðìó ïðîñòîãî âèäà ãîðàçäî òðóäíåå, ÷åì ïîñòðîèòü ñîâåðøåííóþäèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ êàæäîé êîí-êðåòíîé áóëåâîé �óíêöèè ìîæíî áûëî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿëè îäíà äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà áîëåå ïðîñòîé, ÷åì äðóãàÿ,èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå èíäåêñà ïðîñòîòû.Îïðåäåëåíèå 4.1. Èíäåêñîì ïðîñòîòû äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìû K íàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà {0} ∪ N, êîòîðîåîáîçíà÷àåòñÿ L(K) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:1. Àêñèîìà íåîòðèöàòåëüíîñòè: äëÿ ëþáîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-íîé �îðìû K, L(K) > 0.2. Àêñèîìà ìîíîòîííîñòè: åñëè K = K1V xσi

i K2, òî L(K) > L(K1) +
+ L(K2).3. Àêñèîìà âûïóêëîñòè: åñëè K = K1∨K2 è K1∧K2 = 0, òî L(K) =
= L(K1) + L(K2).4. Àêñèîìà èíâàðèàíòíîñòè: åñëè äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà
K1 ïîëó÷åíà èç äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû K ïóòåì ïåðåèìå-íîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, òî L(K1) = L(K).Îïðåäåëåíèå 4.2. Äëÿ äàííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìûèíäåêñàìè ïðîñòîòû ÿâëÿþòñÿ:

LÁ(K) � ÷èñëî áóêâ ïåðåìåííûõ;
LÊ(K) � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé;
LÎ(K) � ÷èñëî ñèìâîëîâ îòðèöàíèÿ.Òåîðåìà 4.1. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ�îðì äëÿ âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 23n.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) îò

n ïåðåìåííûõ. Ïðè ïîñòðîåíèè î÷åðåäíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèèïðîèçâîëüíîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû ýòîé �óíêöèè, äëÿêàæäîé ïåðåìåííîé xi âîçìîæåí îäèí èç 3 âàðèàíòîâ � xi, x̄i è ∅ (çíàê45



ïóñòîãî ìíîæåñòâà îçíà÷àåò, ÷òî â ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ íå âõîäÿòíè ïåðåìåííàÿ íè åå îòðèöàíèå). Òàêèì, ïîñêîëüêó âñåãî ïåðåìåííûõ n,òî ìû èìååì âûáîðêó èç òðåõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {xi, x̄i, ∅} ïî n ýëå-ìåíòîâ. Âñåõ âîçìîæíûõ òàêèõ âûáîðîê ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1, áóäåò 3n.Ïîñêîëüêó æå êàæäàÿ ïîñòðîåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìàìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé, òî òåïåðü ïîëó÷àåì âûáîðêóèç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñíîâà ïðèìåíèâ òåîðåìó 1.1, ïîëó-÷àåì, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì äëÿâñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 23n.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 4.3. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà K, ðåàëè-çóþùàÿ �óíêöèþ f(x̃n) è èìåþùàÿ ìèíèìàëüíûé èíäåêñ L(K), íàçû-âàåòñÿ ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé îòíîñèòåëüíî
K. Â äàëüíåéøåì ìèíèìàëüíóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìóîòíîñèòåëüíî LÁ(K) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâ-íîé íîðìàëüíîé �îðìîé, à ìèíèìàëüíóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ�îðìó îòíîñèòåëüíî èíäåêñà LÊ(K) � êðàò÷àéøåé äèçúþíêòèâíîé íîð-ìàëüíîé �îðìîé.Ïðèìåð 4.1. 1. x1 ∨ x2x̄3 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâíîéíîðìàëüíîé �îðìîé, ïîñêîëüêó âñå åå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåí-íûìè;2. x1 ∨ x2x3 ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøåé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìîé, ïîñêîëüêó îíà íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îäíîé ýëåìåíòàð-íîé êîíúþíêöèè;3. x1∨x2x3 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìîé îòíîñèòåëüíî LÎ(K).Îïðåäåëåíèå 4.4. Ïðîáëåìîé ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ �óíêöèé íà-çûâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìû îòíîñèòåëüíîãî çàäàííîãî èíäåêñà ïðîñòîòû.Êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò ïðîñòåéøèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòüïðîáëåìó ìèíèìèçàöèè ÷èñòî ìåõàíè÷åñêè. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþ-ùèå ýòàïû:� ñòðîÿòñÿ âñå âîçìîæíûå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìû äëÿ
n ïåðåìåííûõ;� ñðåäè ïîñòðîåííûõ îòáèðàþòñÿ òå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå�îðìû, êîòîðûå ðåàëèçóþò äàííóþ áóëåâó �óíêöèþ;� ñðåäè âûáðàííûõ íà ïðåäûäóùåì ýòàïå äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëü-46



íûõ �îðì ïóòåì âû÷èñëåíèÿ è äàëüíåéøåãî ñîïîñòàâëåíèÿ âûáèðàåòñÿòà, äëÿ êîòîðîé çàäàííûé èíäåêñ ïðîñòîòû ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì.Îäíàêî òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òðóäîåìêèì, âåäü óæå äëÿ
n = 3 ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ 29 = 512 äèçúþíêòèâíûìè íîðìàëüíûìè�îðìàìè. Ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ñîçäàíèè äðóãèõ àëãî-ðèòìîâ, êîòîðûå òàêæå ðåøàþò çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè áóëåâûõ �óíêöèé,íî íå ÿâëÿþòñÿ òàêèìè òðóäîåìêèìè.4.2. Óïðîùåíèå äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ �îðì.Òóïèêîâûå äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå �îðìûÏóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà. Ïóñòü
M � íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ èç K è K ′ � äèçúþíêòèâíàÿíîðìàëüíàÿ �îðìà, îáðàçîâàííàÿ îñòàëüíûìè ýëåìåíòàðíûìè êîíúþíê-öèÿìè èç K. Ïóñòü xσi

i � íåêîòîðûé ìíîæèòåëü èç M è M ′ � ïðîèç-âåäåíèå îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé èç M (èëè èç K, ÷òî â äàííîì ñëó÷àåîäíî è òî æå). Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà K = K ′ ∨ M è
K = K ′ ∨ xσi

i M ′. �àññìîòðèì äâà âèäà ïðåîáðàçîâàíèé äèçúþíêòèâíîéíîðìàëüíîé �îðìû K.I. Îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèèÂ ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò K ê K ′. Ïðèýòîì ïðîèñõîäèò óäàëåíèå ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè M . Ýòî ïðåîáðà-çîâàíèå îïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K = K ′.II. Îïåðàöèÿ óäàëåíèÿ ìíîæèòåëÿÂ ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò K ê K ′ ∨
∨M ′. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò óäàëåíèå ìíîæèòåëÿ xσi

i . Ýòî ïðåîáðàçîâàíèåîïðåäåëåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K ′ ∨ M ′ = K.Îïðåäåëåíèå 4.5. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà, êîòîðóþíåëüçÿ óïðîñòèòü ïðè ïîìîùè îïåðàöèé I è II íàçûâàåòñÿ òóïèêîâîéäèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé I è II).Àëãîðèòì óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû1. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà äëÿ�óíêöèè f(x̃n) â êà÷åñòâå èñõîäíîé. Ïðîùå âñåãî âçÿòü ñîâåðøåííóþäèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó.2. Îñóùåñòâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé è âêàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè óïîðÿäî÷åíèå ìíîæèòåëåé. Òàêèìîáðàçîì, âûáèðàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ çàïèñü äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìû. 47



3. Ñëåâà íàïðàâî ïðîèçâîäèòñÿ ïðîñìîòð çàïèñè äèçúþíêòèâíîéíîðìàëüíîé �îðìû. Äëÿ î÷åðåäíîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ñíà÷àëàïðîáóþò ïðèìåíèòü îïåðàöèþ óäàëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè. Åñëèýòî íå óäàåòñÿ, òî ïðîñìàòðèâàþò â òîì æå ïîðÿäêå (ñëåâà íàïðàâî) âñåìíîæèòåëè ýòîé êîíúþíêöèè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîáóþò ïðèìåíèòüîïåðàöèþ óäàëåíèÿ ìíîæèòåëÿ. Ïîñëå ýòîãî ïåðåõîäÿò ê ñëåäóþùåé ýëå-ìåíòàðíîé êîíúþíêöèè.4.Çàêîí÷èâ îáðàáîòêó ïîñëåäíåé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè, åùå ðàçïðîñìàòðèâàþò ïîëó÷åííóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó è ïðî-áóþò ïðèìåíèòü îïåðàöèþ óäàëåíèÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè (òàêîåäåéñòâèå âîçìîæíî äàñò ðåçóëüòàòû, åñëè íà ïðåäûäóùåì ýòàïå â êàêèõ-ëèáî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèÿõ óäàëîñü ïðèìåíèòü îïåðàöèþ óäàëåíèÿìíîæèòåëÿ).Çàìå÷àíèå 4.1. �åçóëüòàò äåéñòâèÿ àëãîðèòìà çàâèñèò îò óïî-ðÿäî÷åíèÿ èñõîäíîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé, ïîñêîëüêó ñëåäóåò íåïî-ñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ òóïèêîâîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìû è îïèñàíèÿ àëãîðèòìà óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìû. Òåîðåìà 4.2. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà, ïîëó÷åííàÿ â ðå-çóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëü-íîé �îðìû, ÿâëÿåòñÿ òóïèêîâîé íîðìàëüíîé �îðìîé (îòíîñèòåëüíîîïåðàöèé I è II).Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ââèäó åãî òðóäî-åìêîñòè.Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü f(x̃n) � íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, êîòîðàÿíå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Ïóñòü
K =

s
∨

i=1

Mi� åå ïðîèçâîëüíàÿ òóïèêîâàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà (îò-íîñèòåëüíî îïåðàöèé I è II). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå óïîðÿäî÷åíèå äëÿñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû �óíêöèè f(x̃n) èç êî-òîðîãî, ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà óïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé�îðìû, ïîëó÷àåòñÿ K.Ñëåäñòâèå 4.1. Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå óïîðÿäî÷åíèÿ, àëãîðèòìóïðîùåíèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èçñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû ìèíèìàëüíóþ äèçú-48



þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé I è II).4.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìåÌíîæåñòâî En ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà.Ïóñòü n = 3. òîãäà En � ìíîæåñòâî âåðøèí òðåõìåðíîãî êóáà (ò.å.êóáà â îáû÷íîì ïîíèìàíèè), ó êîòîðîãî îäíà èç âåðøèí íàõîäèòñÿ â íà-÷àëå êîîðäèíàò, äëèíà ðåáðà ðàâíà 1 è òðè ãðàíè ëåæàò â êîîðäèíàòíûõïëîñêîñòÿõ (ðèñ.4). Âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
E3 = {(0, 0, 0); (0, 0, 1); (0, 1, 0); (0, 1, 1);

(1, 0, 0); (1, 0, 1); (1, 1, 0); (1, 1, 1)}ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè.
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Ðèñ. 4Ëåãêî çàìåòèòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü ïîñòðîåíèÿ ýòîãî êóáà.Ó âñåõ âåðøèí, êîòîðûå ëåæàò íà îäíîé ãðàíè, îäíà èç êîîðäèíàò èìååòîäèíàêîâîå çíà÷åíèå, à äëÿ âåðøèí, ëåæàùèõ íà îäíîì ðåáðå îäèíàêîâîåçíà÷åíèå èìåþò äâå êîîðäèíàòû. Ýòà çàêîíîìåðíîñòè ïîçâîëÿåò îïðåäå-ëèòü ïîíÿòèå ãðàíè n-ìåðíîãî êóáà.Îïðåäåëåíèå 4.6. Ïóñòü si1, si2, . . . , sir � �èêñèðîâàííàÿ ñèñòå-ìà ÷èñåë èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí n-ìåðíîãî êóáà
(a1, a2, . . . , an) òàêèõ, ÷òî

ai1 = si1, ai2 = si2, . . . , air = sir,49



íàçûâàåòñÿ (n − r)-ìåðíîé ãðàíüþ.Ïóñòü òåïåðü n = 4. Òîãäà
E4 = {(0, 0, 0, 0); (0, 0, 0, 1); (0, 0, 1, 0); (0, 0, 1, 1);

(0, 1, 0, 0); (0, 1, 0, 1); (0, 1, 1, 0); (0, 1, 1, 1);

(1, 0, 0, 0); (1, 0, 0, 1); (1, 0, 1, 0); (1, 0, 1, 1);

(1, 1, 0, 0); (1, 1, 0, 1); (1, 1, 1, 0); (1, 1, 1, 1)}.
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Ðèñ. 5Ñõåìàòè÷íîå èçîáðàæåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà ïîçâîëÿåò äîâîëüíîíàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü âñå (n− r)-ìåðíûå ãðàíè, ñðåäè êîòîðûõ òðåõìåð-íûå (èõ îáðàçóþò âåðøèíû, èìåþùèå îäèíàêîâîå çíà÷åíèå îäíîé �èêñè-ðîâàííîé êîîðäèíàòû), äâóõìåðíûå (âåðøèíû ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåìäâóõ �èêñèðîâàííûõ êîîðäèíàò) è îäíîìåðíûå (êîãäà òàêèõ êîîðäèíàòòðè) (ðèñ. 5).Ïóñòü f(x̃n) � íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ. Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî Nfñëåäóþùèì îáðàçîì: (a1, a2, . . . , an) ∈ Nf òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
f(a1, a2, . . . , an) = 1. Òîãäà Nf ⊆ En. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èçâåñòíî ìíî-æåñòâî Nf , òî �óíêöèþ f(x̃n) ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì.50



Îïðåäåëåíèå 4.7. �àíãîì ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè íàçûâàåòñÿ÷èñëî åå ìíîæèòåëåé.Îïðåäåëåíèå 4.8. Ìíîæåñòâî NK, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-ðîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè
K(x1, x2, . . . , xn) = xa1

i1
xa2

i2
. . . xar

iríàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì ðàíãà n.Òåîðåìà 4.4. Èíòåðâàë r-ãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ (n−r)-ìåðíîé ãðàíüþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü NK � íåêîòîðûé èíòåðâàë ðàíãà r. Òîãäàñóùåñòâóåò òàêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ
K(x1, x2, . . . , xn) = xa1

i1
xa2

i2
. . . xar

ir
,êîòîðàÿ èñòèííà òîëüêî íà îäíîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xi1, xi2, . . .

. . . , xir.Åñëè r = n, òî {xa1

i1
xa2

i2
. . . xar

ir
} = {x1, x2, . . . , xn}. Ñëåäîâàòåëüíî,ðå÷ü èäåò îá åäèíñòâåííîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn,ò.å. îá îäíîé âåðøèíå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ 0-ìåðíîé ãðàíüþ.Ïóñòü òåïåðü r < n. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî

S = {x1, x2, . . . , xn} \ {xi1, xi2, . . . , xir}.Ââèäó ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ îíî ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì. Ñëåäîâàòåëü-íî, â ìíîæåñòâå S ñîäåðæàòñÿ ïåðåìåííûå, êîòîðûå äëÿ êîíúþíêöèè Kÿâëÿþòñÿ �èêòèâíûìè. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç
F . Âñåâîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ó êîòîðûõïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà F ïðèíèìàþò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, à ïåðå-ìåííûå xi1, xi2, . . . , xir ïðèíèìàþò òîëüêî òå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ êîíú-þíêöèÿ K èñòèííà, ñîñòàâëÿþò ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâîNK . Ñ äðóãîéñòîðîíû, ïîñêîëüêó ìû çà�èêñèðîâàëè äëÿ ïåðåìåííûõ xi1, xi2, . . . , xiríåêîòîðûé íàáîð, òî ìû òåì ñàìûì çà�èêñèðîâàëè íåêîòîðóþ ñèñòåìó
r ÷èñåë, âçÿòûõ èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Ïîýòîìó, ïî îïðåäåëåíèþ, NK �
(n − r)-ìåðíàÿ ãðàíü.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 4.9. Ïîêðûòèåì ìíîæåñòâàNf èíòåðâàëàìè NK1

, NK2
, . . .

. . . , NKs
íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

Nf = NK1
∪ NK2

∪ . . . ∪ NKs
,ò.å. ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà Nf â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ

NK1
, NK2

, . . . , NKs
.Òåîðåìà 4.5. Òîãäà è òîëüêî òîãäà �óíêöèÿ f(x̃n) îáëàäàåò äèçú-51



þíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé D òàêîé, ÷òî
D = K1 ∨ K2 ∨ . . . ∨ Ks,êîãäà

Nf = NK1
∪ NK2

∪ . . . ∪ NKs
,ò.å. ïðåäñòàâëåíèå áóëåâîé �óíêöèè äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îð-ìîé ðàâíîñèëüíî ïîêðûòèþ ìíîæåñòâà Nf èíòåðâàëàìè, ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì ýòîé äèçúþíêòèâíîé íîð-ìàëüíîé �îðìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) ïðåä-ñòàâëåíà ñâîåé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé, ò.å.

f(x̃n) = K1 ∨ K2 ∨ . . . ∨ Ks, (4.1)ãäå K1, K2, . . . , Ks � ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, ñîñòàâëÿþùèå äèçú-þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
Nf = NK1

∪ NK2
∪ . . . ∪ NKs

. (4.2)Ïóñòü (a1, a2, . . . , an) ∈ Nf . Ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà f(a1, a2, . . .
. . . , xn) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ýëåìåíòàðíàÿêîíúþíêöèÿ Kt èç (4.1), êîòîðàÿ íà óêàçàííîì íàáîðå èìååò çíà÷åíèå
1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë NKt

, êîòîðûé ñîäåð-æèò ýòîò íàáîð. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Nf ⊆ NK1

∪ NK2
∪ . . . ∪ NKs

.Ïóñòü òåïåðü (a1, a2, . . . , an) ∈ NK1
∪NK2

∪. . .∪NKs
. Òîãäà ñóùåñòâóåòïî êðàéíåé ìåðå îäèí èíòåðâàë NKt

òàêîé, ÷òî (a1, a2, . . . , an) ∈ NKt
.Ñëåäîâàòåëüíî, â (4.1) ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà êîíúþíêöèÿ Ktòàêàÿ, ÷òî Kt(a1, a2, . . . , an) = 1. Çíà÷èò, f(a1, a2, . . . , xn) = 1. Ïîýòîìó

(a1, a2, . . . , an) ∈ Nf è ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
Nf ⊆ NK1

∪ NK2
∪ . . . ∪ NKs

.Èç ïîëó÷åííûõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.2). Èòàê, ìû äîêàçàëè,÷òî èç (4.1) ñëåäóåò (4.2).Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4.2). Âîññòàíîâèì ïî ìíîæåñòâó
Nf �óíêöèþ f(x̃n). Ïî êàæäîìó èç èíòåðâàëîâ NK1

, nK2
, . . . , NKs

âîññòà-íîâèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè K1, K2, . . . , Ks.Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, òàêîå âîññòàíîâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ åäèí-ñòâåííûì îáðàçîì. Ñîñòàâèì èç ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèéäèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó K1 ∨ K2 ∨ . . . ∨ Ks.52



Ïóñòü íà íåêîòîðîì íàáîðå (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn ñîñòàâëåííàÿ íàìè äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà K1∨
∨K2∨ . . .∨Ks ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Òîãäà êàæäàÿ èç ñîñòàâëÿþùèõ ååýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íà ýòîì íàáîðå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0. Ñëå-äîâàòåëüíî, íàáîð (a1, a2, . . . , an) íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç èíòåðâà-ëîâ NK1

, nK2
, . . . , NKs

. Ïîýòîìó îí íå ïðèíàäëåæèò è ìíîæåñòâó Nf . Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî íà óêàçàííîì íàáîðå �óíêöèÿ f(x̃n) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
0. Ïóñòü òåïåðü íà íåêîòîðîì íàáîðå (a1, a2, . . . , an) çíà÷åíèé ïåðåìåí-íûõ x1, x2, . . . , xn ñîñòàâëåííàÿ íàìè äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà
K1 ∨ K2 ∨ . . . ∨ Ks ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Òîãäà â ýòîé �îðìå íàéäåòñÿõîòÿ áû îäíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ Kt, êîòîðàÿ íà ýòîì íàáîðå òàê-æå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Ïîýòîìó íàáîð (a1, a2, . . . , an) ïðèíàäëåæèòèíòåðâàëó NKt

. Çíà÷èò, ñîãëàñíî (4.2), ýòîò íàáîð ïðèíàäëåæèò ìíîæå-ñòâó Nf . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(a1, a2, . . . , an) = 1. Èòàê, íà âñåõ âîçìîæíûõíàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, �óíêöèè f(x̃n) è K1 ∨K2 ∨ . . .∨Ks ïðè-íèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ. �àâåíñòâî (4.1) äîêàçàíî.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 4.10. Ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà Nf íàçûâàåòñÿ âñÿêîåâûðàæåíèå âèäà NK1
∪NK2

∪ . . .∪NKs
, ãäå NK1

, NK2
, . . . .NKs

� èíòåðâà-ëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì K1, K2, . . . , Kn, êîòî-ðûå ñîñòàâëÿþò íåêîòîðóþ äèçúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó �óíê-öèè f(x̃n).Îïðåäåëåíèå 4.11. Ïóñòü NK1
∪ NK2

∪ . . . ∪ NKs
� íåêîòîðîå ïî-êðûòèå. �àíãîì ïîêðûòèÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

r =
s
∑

i=1

ri,ãäå ri � ðàíã èíòåðâàëà NKi
.Òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìûìîæíî ñâåñòè ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å: íàéòè äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà Nfòàêîå ïîêðûòèå èíòåðâàëàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ýòîìó ìíîæåñòâó, ÷òîáûåãî ðàíã áûë íàèìåíüøèì.4.4. Ñîêðàùåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìàÎïðåäåëåíèå 4.12. Èíòåðâàë NK , ñîäåðæàùèéñÿ â Nf íàçûâàåòñÿìàêñèìàëüíûì (îòíîñèòåëüíî Nf), åñëè íå ñóùåñòâóåò èíòåðâàëà NK ′òàêîãî, ÷òî: 53



1) ðàíã èíòåðâàëà NK ′ ìåíüøå ðàíãà èíòåðâàëà NK;2) NK ⊆ NK ′ ⊆ Nf .Îïðåäåëåíèå 4.13. Êîíúþíêöèÿ K, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìàëü-íîìó èíòåðâàëó NK ìíîæåñòâà Nf , íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé�óíêöèè f .Òåîðåìà 4.6. Èç ïðîñòîé èìïëèêàíòû íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîãîìíîæèòåëÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
K = x

σi1

i1
x

σi2

i2
. . . x

σin

in� ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà áóëåâîé �óíêöèè f(x̃n), îïðåäåëÿåìîé ìíîæå-ñòâîì Nf . Ýòî â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðâàë NK ÿâëÿåòñÿ ìàê-ñèìàëüíûì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü óäàëèòü èç êîíúþíêöèè Kíåêîòîðûé ìíîæèòåëü x
σit

it
(1 6 t 6 s) è ïîëó÷èòü ýëåìåíòàðíóþ êîíú-þíêöèþ

K ′ = x
σi1

i1
x

σi2

i2
. . . x

σit−1

it−1
x

σit+1

it+1 . . . x
σin

in
.Òîãäà, åñëè äî óäàëåíèÿ ýòîãî ìíîæèòåëÿ èíòåðâàë NK ñîäåðæàë ëèáîíàáîð

(a1, a2, . . . , ait−1
, 1, ait+1

, . . . , an),ëèáî íàáîð
(a1, a2, . . . , ait−1

, 0, ait+1
, . . . , an),òî ïîñëå óäàëåíèÿ, èíòåðâàë NK ′ áóäåò ñîäåðæàòü îáà ýòèõ íàáîðà. Òàêèìîáðàçîì, ïîñëå óäàëåíèÿ ìíîæèòåëÿ ìû ïîëó÷èì èíòåðâàë NK ′ ìåíüøåãîðàíãà ÷åì NK, òàêîé, ÷òî NK ⊂ NK ′. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþèíòåðâàëà NK êàê ìàêñèìàëüíîãî.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïóñòü

NK0
1
, NK0

2
, . . . , NK0

n� ñïèñîê âñåõ ìàêñèìàëüíûõ èíòåðâàëîâ ìíîæåñòâà Nf . Ïîñêîëüêó êàæ-äûé èíòåðâàë ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Nf , òî î÷åâèäíî âêëþ÷å-íèå
NK0

1
∨ NK0

2
,∨ . . . ∨ NK0

n
⊆ Nf .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü (a1, a2, . . . , an) � íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé íà-áîð èç ìíîæåñòâà Nf . Òîãäà f(a1, a2, . . . , an) = 1. Ïîýòîìó (a1, a2, . . . , an)ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå Nt, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåí-òàðíîé êîíúþíêöèè xa1

1 xa2

2 . . . xan
n Åñëè èç Nt íåëüçÿ óäàëèòü íè îäíîãî54



ìíîæèòåëÿ, òî ýòîò èíòåðâàë ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì. â ïðîòèâíîì ñëó-÷àå, ïîñëå óäàëåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîæèòåëÿ xi, ìû ïîëó÷èì èíòåðâàë Ntiâ êîòîðûé âõîäèò íàáîð (a1, a2, . . . , an). Åñëè ïîëó÷åííûé èíòåðâàë íå ÿâ-ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, òî ñíîâà ïðèìåíèì îïåðàöèþ óäàëåíèÿ ìíîæèòå-ëÿ. Â êîíå÷íîì èòîãå, îêàæåòñÿ, ÷òî íàáîð (a1, a2, . . . , an) ïðèíàäëåæèòíåêîòîðîìó ìàêñèìàëüíîìó èíòåðâàëó. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî èîáðàòíîå âêëþ÷åíèå:
NK0

1
∨ NK0

2
,∨ . . . ∨ NK0

n
⊇ Nf .Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

NK0
1
∨ NK0

2
,∨ . . . ∨ NK0

n
= Nf .Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

f = K0
1 ∨ K0

2 ∨ . . . ∨ K0
n.Îïðåäåëåíèå 4.14. Äèçúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà, ÿâëÿþ-ùàÿñÿ äèçúþíêöèåé âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò, íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîéäèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìîé.Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé äèçúþíêòèâíîéíîðìàëüíîé �îðìû1. Äëÿ äàííîé áóëåâîé �óíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) áåðóò íåêîòîðóþêîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó (ìîæíî âçÿòü ñîâåðøåííóþ êîíú-þíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ �îðìó).2. Ïðîèçâîäÿò ðàñêðûòèå ñêîáîê, êîòîðîå ñâîäèòñÿ ê ïðåîáðàçîâà-íèþ âèäà

∧∨ → ∨ ∧ .3. Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ñîâåðøàþò ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà
K1K2 ∨ K1 = K1,

K1 ∨ K1 = K1,êîòîðûå ëèêâèäèðóþò ïîãëîùàåìûå è äóáëèðóþùèå ìíîæèòåëè. Êðîìåòîãî, óäàëÿþò ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, êîòîðûå ñîäåðæàò îäíîâðå-ìåííî êàêóþ-ëèáî ïåðåìåííóþ è åå îòðèöàíèå.Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ ñîêðàùåííàÿ äèçú-þíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà.
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5. Ïîëíîòà è çàìêíóòîñòü ñèñòåì áóëåâûõ �óíêöèé5.1. Ïîëíûå ñèñòåìû áóëåâûõ �óíêöèéÎïðåäåëåíèå 5.1. Ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé M íàçûâàåòñÿ ïîë-íîé, åñëè ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �îðìóëó íàä
M . Ïðèìåð 5.1. Ñèñòåìà P2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé; ñèñòåìà {0, 1} íå ÿâëÿ-åòñÿ ïîëíîé.Òåîðåìà 5.1 (Î ñèñòåìå {⌉,∧,∨}). Ñèñòåìà {⌉,∧,∨} ÿâëÿåòñÿïîëíîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, òî äëÿíåå âñåãäà ñóùåñòâóåò ÑÄÍÔ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé íàä {⌉,∧,∨}.Åñëè æå f(x̃n) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì, òî f(x̃n) = x1 ∧ x1.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.Ëåììà 5.1. Ïóñòü äàíû äâå ñèñòåìû áóëåâûõ �óíêöèé

{f1, f2, . . . , fm} (5.1)è
{g1, g2, . . . , gs} (5.2)òàêèå, ÷òî ñèñòåìà (5.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è êàæäàÿ åå �óíêöèÿ ìî-æåò áûòü çàäàíà �îðìóëîé íàä (5.2). Òîãäà ñèñòåìà (5.2) ÿâëÿåòñÿïîëíîé.Òåîðåìà 5.2. Ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû {⌉,∧}, {⌉,∨}, {0, 1,∧,⊕}.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ñèñòåìà {⌉,∧,∨} ïîë-íà. Èñïîëüçóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà, äèçúþíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåçêîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå. Ïîýòîìó, ââèäó ëåììû 5.1, ïîëó÷àåì ïîëíîòóñèñòåìû {⌉,∧}. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëíîòà ñèñòåìû {⌉,∨}.Ïîêàæåì ïîëíîòó ñèñòåìû {0, 1,⊕,∧}. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ìûäîêàçàëè ïîëíîòó ñèñòåìû {⌉,∧}, òî, èñïîëüçóÿ îäíî èç ïðèâåäåííûõâûøå ñâîéñòâ êîíñòàíò x = x ⊕ 1 è ëåììó 5.1, ïðèõîäèì ê ïîëíîòåñèñòåìû {0, 1,⊕,∧}.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïîíÿòíî, ÷òî ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ âñå îïåðàöèè ïîëíà. Ñèñòåìû

{⌉,∨} è {⌉,∧} ñîäåðæàò âñåãî äâå îïåðàöèè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùå-ñòâóþò ëè ñèñòåìû, êîòîðûå ñîñòîÿò èç îäíîé îïåðàöèè è ÿâëÿþòñÿ ïîë-íûìè? 56



Îïðåäåëåíèå 5.2. Âñïîìîãàòåëüíûìè áóëåâûìè �óíêöèÿìè íà-çûâàþòñÿ áóëåâû �óíêöèè, çàäàííûå ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òàáëèöû
x y | ↓
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 0

x|y � øòðèõ Øå��åðà;
x ↓ y � ñòðåëêà Ïèðêñà.Ñâîéñòâî 5.1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: x = x|x; x =

= x ↓ x; x ∨ y = x|y; xy = x ↓ y.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé ñèñïîëüçîâàíèåì òàáëèö èñòèííîñòè.Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèâåäåííîãî âûøå ñâîéñòâà è ëåììû 5.1, ñëå-äóåò óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 5.3. Ñèñòåìû {|} è {↓} ïîëíû.5.2. Âàæíåéøèå çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ �óíêöèéÎïðåäåëåíèå 5.3. Ïóñòü M � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî áóëå-âûõ �óíêöèé. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, êîòî-ðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [M ] è ñîñòîèò èç âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé, êîòîðûåìîãóò áûòü çàäàíû �îðìóëîé íàä M .Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ, ïîëíóþ ñèñòåìó áóëåâûõ �óíêöèéìîæíî îïðåäåëèòü ïî-äðóãîìó.Îïðåäåëåíèå 5.4. Ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé M íàçûâàåòñÿ ïîë-íîé, åñëè [M ] = P2.Îïðåäåëåíèå 5.5. Êëàññ M íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè [M ] =
= M .Ñâîéñòâî 5.2. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøå-íèÿ:1) M ⊆ [M ];2) [M ] = [[M ]];3) åñëè M1 ⊆ M2, òî [M1] ⊆ [M2];4) [M1] ∪ [M2] ⊆ [M1 ∪ M2]. 57



Îïðåäåëåíèå 5.6. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ áóëåâîé�óíêöèåé, ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó 0, åñëè f(0, 0, . . . , 0) = 0. Ìíîæå-ñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó
0 íàçûâàåòñÿ êëàññîì áóëåâûõ �óíêöèé ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0 èîáîçíà÷àåòñÿ T0.Îïðåäåëåíèå 5.7. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ áóëåâîé�óíêöèåé, ñîõðàíÿþùåé êîíñòàíòó 1, åñëè f(1, 1, . . . , 1) = 1. Ìíîæå-ñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó
1 íàçûâàåòñÿ êëàññîì áóëåâûõ �óíêöèé ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1 èîáîçíà÷àåòñÿ T1.Ëåììà 5.2. Êëàññ T0 áóëåâûõ �óíêöèé çàìêíóò è ñîäåðæèò ðîâíî
22n−1 áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà çàìêíóòîñòü êëàññà T0. Ëþ-áóþ �óíêöèþ, ïîñòðîåííóþ íà T0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = f(f1(x̃
n), f2(x̃

n), . . . , fk(x̃
n)),ãäå f(x̃n), f1(x̃

n), f2(x̃
n), . . . , fk(x̃

n) � �óíêöèè èç êëàññà T0. Òîãäà
A(0, 0, . . . , 0) =

f(f1(0, 0, . . . , 0), f2(0, 0, . . . , 0), . . . , fk(0, 0, . . . , 0)) =

f(0, 0, . . . , 0) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà ìíîæåñòâå �óíê-öèé èç êëàññà T0, ïðèíàäëåæèò êëàññó T0. Òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòîñòüêëàññà T0 äîêàçàíà.Åñëè ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåí-íûõ, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî âñå îíè äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà. Îäèí êëàñññîñòîèò èç òåõ �óíêöèé, êîòîðûå íà íàáîðå (0, 0, . . . , 0) ïðèíèìàþò çíà-÷åíèå 0, à äðóãîé � èç òåõ �óíêöèé, êîòîðûå íà ýòîì íàáîðå ïðèíèìàþòçíà÷åíèå 1. Ïîñêîëüêó íà çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèé íà äðóãèõ íàáîðàõ íè-êàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ, òî î÷åâèäíî, ÷òî ýòè êëàññû ðàâ-íû ïî êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ. Òåïåðü, âñïîìíèâ, ÷òî ÷èñëî âñåõ áóëåâûõ�óíêöèé îò n àðãóìåíòîâ ðàâíî 22n, ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî âñåõ áóëåâûõ�óíêöèé îò n àðãóìåíòîâ, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, ðàâíî 1

2
· 22n

=

= 22n−1.Ëåììà äîêàçàíà.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿËåììà 5.3. Êëàññ T1 áóëåâûõ �óíêöèé çàìêíóò è ñîäåðæèò ðîâíî
22n−1 áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ.58



Îïðåäåëåíèå 5.8. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé áó-ëåâîé �óíêöèåé, åñëè ñóùåñòâóþò a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1} òàêèå, ÷òî
f(x̃n) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . . ⊕ anxn.Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿëèíåéíûìè, íàçûâàåòñÿ êëàññîì ëèíåéíûõ áóëåâûõ �óíêöèé è îáîçíà-÷àåòñÿ L.Ëåììà 5.4 (ëåììà î ëèíåéíîé �óíêöèè). Åñëè ëèíåéíàÿ áóëå-âà �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî åå âåêòîðíîå çàäàíèåñîäåðæèò 2n−1 åäèíèö.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàòåìàòè-÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì �óíêöèþ, çàâèñÿùóþ îò 1 ïåðå-ìåííîé. �àçëè÷íûõ òàêèõ �óíêöèé 221

= 22 = 4. Ýòî áóäóò �óíêöèè,êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ �îðìóëàìè 0, 1, x, x. Èç íèõ êîíñòàíòàìè íå ÿâ-ëÿþòñÿ x è x. Êàæäàÿ èç íèõ ëèíåéíà: x = 0⊕x; x = 1⊕x. Êðîìå òîãî,åñëè äëÿ ýòèõ �óíêöèé ïîñòðîèòü òàáëèöû èñòèííîñòè, òî ìû óâèäèì,÷òî âåêòîðíîå çàäàíèå êàæäîé èç íèõ ñîäåðæèò 21−1 = 20 = 1 ÷èñëîåäèíèö. Èòàê, ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ.Ïóñòü òåïåðü n = 2, ò.å. áóëåâà �óíêöèÿ çàâèñèò îò 2 ïåðåìåííûõ.Ïóñòü x è y � òàêèå ïåðåìåííûå. Òîãäà ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ áóëåâûõ�óíêöèé áóäåò ðàâíî 222

= 16. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Æåãàëêèíà äëÿïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ �îðìóë, ðåàëèçóþùèõ ýòè �óíêöèè:
0, 1, x, y, 1 ⊕ x, 1 ⊕ y, x ⊕ y, 1 ⊕ x ⊕ y,

xy, x ⊕ xy, y ⊕ xy, 1 ⊕ xy, 1 ⊕ x ⊕ xy,

1 ⊕ y ⊕ xy, x ⊕ y ⊕ xy, 1 ⊕ x ⊕ y ⊕ xy.Òå èç íèõ, êîòîðûå ñîäåðæàò xy íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Êðîìåòîãî, èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ òàê æå êîíñòàíòû 0 è 1. Ñîñòàâèì äëÿîñòàâøèõñÿ �óíêöèé òàáëèöó èñòèííîñòè.
x y 1 ⊕ x 1 ⊕ y x ⊕ y 1 ⊕ x ⊕ y
0 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âåêòîðíûå çàäàíèÿ êàæäîé èç ýòèõ �óíê-öèé ñîäåðæàò 2n−1 = 22−1 = 2 åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèåâûïîëíÿåòñÿ è äëÿ n = 2. 59



Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ëåììà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ áóëåâûõ�óíêöèé, ÷èñëî ïåðåìåííûõ êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò n − 1, ò.å. åñëè
f(x̃n−1) � ëèíåéíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíòû, òî ÷èñëîåäèíèö â åå âåêòîðíîì çàäàíèè ðàâíî 2n−2. Ïóñòü f(x̃n) � ïðîèçâîëü-íàÿ ëèíåéíàÿ áóëåâà �óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò a0, a1, . . . , an ∈ {0, 1}òàêèå, ÷òî

f(x̃n) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . . ⊕ anxn. (∗)Ñîñòàâèì �óíêöèþ
f1(x̃

n−1) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . . ⊕ an−1xn−1. (∗∗)Òîãäà
f(x̃n) = f1(x̃

n−1) ⊕ anxn.Êàæäîìó íàáîðó (a1, a2, . . . , an−1) ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn−1 �óíê-öèè f(x̃n−1) ñîîòâåòñòâóåò äâà íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn �óíê-öèè f(x̃n) � (a1, a2, . . . , an−1, 1) è (a1, a2, . . . , an−1, 0). Åñëè íà íàáî-ðå (a1, a2, . . . , an−1) �óíêöèÿ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, òî íà íàáî-ðå (a1, a2, . . . , an−1, 1) �óíêöèÿ (∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à íà íàáîðå
(a1, a2, . . . , an−1, 0) � çíà÷åíèå 1. Åñëè æå íà íàáîðå (a1, a2, . . . , an−1)�óíêöèÿ (∗∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî íà íàáîðå (a1, a2, . . . , an−1, 1)�óíêöèÿ (∗) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, à íà íàáîðå (a1, a2, . . . , an−1, 0) �çíà÷åíèå 0. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî åäèíèö â âåêòîðíîì çàäàíèè �óíê-öèè (∗) îêàçûâàåòñÿ â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ÷èñëî åäèíèö â âåêòîðíîìçàäàíèè �óíêöèè (∗∗), ò.å. 2 · 2n−2 = 2n−1.Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 5.1. Ïðè n > 2 âåêòîðíîå çàäàíèå ëèíåéíîé áóëåâîé�óíêöèè f(x̃n) ñîäåðæèò ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö.Ñëåäñòâèå 5.2. Åñëè ïðè n > 2 âåêòîðíîå çàäàíèå áóëåâîé �óíê-öèè f(x̃n) ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö, òî �óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâ-ëÿåòñÿ ëèíåéíîé.Î÷åâèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñîñòàâëåíèÿ ëèíåéíîãî ïîëèíîìà èç ëè-íåéíûõ ïîëèíîìîâ, ñíîâà ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûé ïîëèíîì. Ïîýòîìó ñïðà-âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ñâîéñòâî 5.3. Êëàññ L çàìêíóò.Îïðåäåëåíèå 5.9. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîé-ñòâåííîé áóëåâîé �óíêöèåé, åñëè f(x̃n) = f(x1, x2, . . . , xn). Ìíîæåñòâîâñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ áóëåâûõ �óíêöèé íàçûâàåòñÿ êëàññîì ñàìîäâîé-ñòâåííûõ áóëåâûõ �óíêöèé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S. Êëàññ S ìîæíîîïðåäåëèòü åùå è òàê: S = {f | f = f ∗}.60



Îïðåäåëåíèå 5.10. Íàáîðû (a1, a2, . . . , an) è (a1, a2, . . . , an) ïåðå-ìåííûõ x1, x2, . . . , xn íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè.Ëåììà 5.5. Êëàññ S çàìêíóò è ñîäåðæèò ðîâíî √
22n áóëåâûõ�óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáóþ �óíêöèþ, ïîñòðîåííóþ íà S ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå

A = f(f1(x̃
n), f2(x̃

n), . . . , fk(x̃
n)),ãäå f(x̃n), f1(x̃

n), f2(x̃
n), . . . , fk(x̃

n) � �óíêöèè èç êëàññà S. Òîãäà, ââèäóòåîðåìû î äâîéñòâåííîé �óíêöèè,
A∗ = f ∗(f ∗

1 (x̃n), f ∗
2 (x̃n), . . . , f ∗

k (x̃n)) =

f ∗(f1(x̃
n), f2(x̃

n), . . . , fk(x̃
n)) =

f(f1(x̃
n), f2(x̃

n), . . . , fk(x̃
n)) = A.Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ áóëåâà �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà ìíîæåñòâå �óíê-öèé èç êëàññà S, ïðèíàäëåæèò êëàññó S. Òàêèì îáðàçîì, çàìêíóòîñòüêëàññà S äîêàçàíà.Äëÿ ñàìîäâîéñòâåííîé �óíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn).Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ ñàìîäâîéñòâåííàÿ �óíê-öèÿ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ (âåêòîðíîå çàäàíèå òàêîé�óíêöèè ÿâëÿåòñÿ êàê-áû "ñèììåòðè÷íûì íàîáîðîò"). Ñëåäîâàòåëüíî,ñàìîäâîéñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿ-ìè íà ïåðâîé ïîëîâèíå ñòðîê, ò.å. 1

2
· 2n = 2n−1 ñòðîêàìè, è, ïîñêîëüêóâ êàæäîé ñòðîêå îíà ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ, òî ÷èñëî òàêèõ�óíêöèé ðàâíî ÷èñëó óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì èç 2 ýëå-ìåíòîâ ïî 2n−1 ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ñàìî-äâîéñòâåííûõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðåìåííûõ îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

22n−1

=
√

22n.Ëåììà äîêàçàíà.Íà ìíîæåñòâå {0, 1} îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå 6 ñëåäóþùèìîáðàçîì: 0 6 0, 0 6 1, 1 6 1.Îïðåäåëåíèå 5.11. Âåêòîð (a1, a2, . . . , an) ïðåäøåñòâóåò âåêòîðó
(b1, b2, . . . , bn) åñëè a1 6 b1, a2 6 b2, . . . , an 6 bn. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿîáîçíà÷åíèå

(a1, a2, . . . , an) ≺ (b1, b2, . . . , bn).Îïðåäåëåíèå 5.12. Áóëåâà �óíêöèÿ f(x̃n) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîéáóëåâîé �óíêöèåé, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ (a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . .61



. . . , bn) òàêèõ, ÷òî
(a1, a2, . . . , an) ≺ (b1, b2, . . . , bn)âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ

f(a1, a2, . . . , an) 6 f(b1, b2, . . . , bn).Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ áóëåâûõ �óíêöèé íàçûâàåòñÿ êëàññîì ìî-íîòîííûõ áóëåâûõ �óíêöèé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M .Ëåììà 5.6. Êëàññ M çàìêíóò.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáóþ �óíêöèþ, ïîñòðîåííóþ íà M ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå
A = f(f1(x̃

n), f2(x̃
n), . . . , fk(x̃

n)),ãäå f(x̃n), f1(x̃
n), f2(x̃

n), . . . , fk(x̃
n) � �óíêöèè èç êëàññà M . Ïóñòü

(a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bn) � òàêèå äâà íàáîðà ïåðåìåííûõ x1, x2, . . .
. . . , xn, ÷òî

(a1, a2, . . . , an) ≺ (b1, b2, . . . , bn).Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ ìîíîòîííîé áóëåâîé �óíêöèè,
f1(a1, a2, . . . , an) 6 f1(b1, b2, . . . , bn);

f2(a1, a2, . . . , an), 6 f2(b1, b2, . . . , bn); . . . ;

fk(a1, a2, . . . , an) 6 fk(b1, b2, . . . , bn).Çíà÷èò,
(f1(a1, a2, . . . , an), f2(a1, a2, . . . , an) . . . , fk(a1, a2, . . . , an)) ≺

(f1(b1, b2, . . . , bn), f2(b1, b2, . . . , bn), . . . , fk(b1, b2, . . . , bn)).Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó f òàê æå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé áóëåâîé �óíêöèåé,ñíîâà âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî
f(f1(a1, a2, . . . , an), f2(a1, a2, . . . , an), . . . , fk(a1, a2, . . . , an)) 6

f(f1(b1, b2, . . . , bn), f2(b1, b2, . . . , bn), . . . , fk(b1, b2, . . . , bn)).Èòàê, A(a1, a2, . . . , an) 6 A(b1, b2, . . . , bn). Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ M çà-ìêíóò.Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 5.7. Åñëè ìîíîòîííàÿ áóëåâà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ êîí-ñòàíòîé, òî îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ÄÍÔ áåç îòðèöàíèé ïåðåìåí-íûõ. 62



Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìîíîòîííàÿ áóëåâà �óíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿêîíñòàíòîé, òî äëÿ íåå ìîæíî ïîñòðîèòü ÑÄÍÔ. Åñëè ïîñòðîåííàÿ ÑÄ-ÍÔ íå ñîäåðæèò îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ, òî ëåììà äîêàçàíà. Ïóñòü íåêî-òîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ òàêîé ÑÄÍÔ ñîäåðæèò îòðèöàíèå íåêî-òîðîé ïåðåìåííîé xi. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð (a1, . . .
. . . , ai−1, ai+1, . . . , an), ÷òî f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) = 1. Â ñèëó ìîíî-òîííîñòè f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an) = 1. Çíà÷èò ñðåäè ýëåìåíòàðíûõêîíúþíêöèé ðàññìàòðèâàåìîé ÑÄÍÔ íàéäåòñÿ êîíúþíêöèÿ ñîäåðæàùàÿ
xi, ïîýòîìó, ïðèìåíèâ ïðàâèëî ñêëåèâàíèÿ, ïîëó÷èì ÄÍÔ, êîòîðàÿ íå áó-äåò ñîäåðæàòü xi. Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç ïîëó÷èìÄÍÔ áåç îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ.Ëåììà äîêàçàíà.Ñâîéñòâî 5.4. Êëàññû T0, T1, S, M , L ðàçëè÷íû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, òîãî �àêòà, ÷òî äâà êëàñ-ñà � K1 è K2 áóëåâûõ �óíêöèé ðàçëè÷íû, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ïðèìåð�óíêöèè, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç íèõ è íå ïðèíàäëåæèò äðóãî-ìó. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâîì ýòîãî ñâîéñòâà áóäåò òàáëèöà èñòèííîñòè

T0 T1 L S M
0 + − + − +
1 − + + − +
x − − + + −â êîòîðîé ïðèíàäëåæíîñòü �óíêöèè êîíêðåòíîìó êëàññó îáîçíà÷àåòñÿçíàêîì +, à íåïðèíàäëåæíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì −.Ñâîéñòâî äîêàçàíî.Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííîå íàìè âûøå ïîíÿòèå �îðìóëû, ïîñòðîåííîéíàä íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì áóëåâûõ �óíêöèé, äîêàæåì ñëåäóþùèå òðèëåììû.Ëåììà 5.8 (Î íåñàìîäâîéñòâåííîé �óíêöèè). Åñëè áóëåâà�óíêöèÿ f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî èç íåå ïóòåì ïîä-ñòàíîâêè �óíêöèé x è x ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó, êîòîðàÿ ðåàëèçó-åò íåñàìîäâîéñòâåííóþ áóëåâó �óíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî, ò.å. êîí-ñòàíòó.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃n) � íåêîòîðàÿ íåñàìîäâîéñòâåííàÿáóëåâà �óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð (a1, a2, . . . , an) ïåðåìåí-íûõ x1, x2, . . . , xn,÷òî

f(a1, a2, . . . , an) = f(a1, a2, . . . , an).63



Îïðåäåëèì �óíêöèþ ϕ(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ϕ(x) = f(ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)),ãäå ϕi(x) = xai (i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà
ϕ(0) = f(ϕ1(0), ϕ2(0), . . . , ϕn(0)) =

f(0a1, 0a2, . . . , 0an) = f(a1, a2, . . . , an) =

f(a1, a2, . . . , an) = f(1a1, 1a2, . . . , 1an) = ϕ(1).Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì �óíêöèþ, êîòîðàÿ ïðè ëþáîì íàáîðå çíà-÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå, ò. å. êîíñòàíòó.Ëåììà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 5.13. Íàáîðû ã è b̃ íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè ïî i-îéêîîðäèíàòå, åñëè
ã = (a1, a2, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an),

b̃ = (a1, a2, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an).Âûøå ìû îïðåäåëèëè íà ìíîæåñòâå {0, 1} áèíàðíîå îòíîøåíèå 6.Îïðåäåëèì òåïåðü íà ýòîì æå ìíîæåñòâå áèíàðíîå îòíîøåíèå <, êîòî-ðîå îáðàçóåò òîëüêî îäíó ïàðó ýëåìåíòîâ: 0 < 1 è àíàëîãè÷íî áèíàðíîåîòíîøåíèå >, êîòîðîå òàê æå îáðàçóåò òîëüêî îäíó ïàðó: 1 > 0.Ëåììà 5.9 (Î íåìîíîòîííîé �óíêöèè). Åñëè áóëåâà �óíêöèÿ
f(x̃n) íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîí-ñòàíò 0, 1 è �óíêöèè x, ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòáóëåâó �óíêöèþ x.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃n) � íåêîòîðàÿ íåìîíîòîííàÿ áóëåâà�óíêöèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò íàáîðû
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n)òàêèå ÷òî

f(a1
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1
2, . . . , a

1
n) > f(b1

1, b
1
2, . . . , b

1
n).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè íàáîðû íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè. Òîãäà îíè ðàçëè-÷àþòñÿ â t êîîðäèíàòàõ, ïðè÷åì, ââèäó äàííîãî íàìè âûøå îïðåäåëåíèÿïðåäøåñòâîâàíèÿ íàáîðîâ, ýòè t êîîðäèíàò èìåþò â íàáîðå (a1
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n) çíà÷åíèå 1. Ïîýòîìó ìîæíîñîñòàâèòü öåïî÷êó ñîñåäíèõ íàáîðîâ
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. . . . . . . . .

(at
1, a

t
2, . . . , a

t
n) ≺

(b1
1, b

1
2, . . . , b

1
n).Â ýòîé öåïî÷êå, â êàæäîé èç îòìå÷åííûõ t êîîðäèíàò, ïîñëåäîâàòåëüíîçàìåíÿåòñÿ 0 íà 1. Ïîñêîëüêó æå

f(a1
1, a

1
2, . . . , a

1
n) > f(b1

1, b
1
2, . . . , b

1
n),òî è äëÿ çíà÷åíèÿ ñàìîé �óíêöèè òàêàÿ çàìåíà äîëæíà ïðîèçîéòè, õîòÿýòî è ïðîèçîéäåò òîëüêî îäèí ðàç. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïàðà òàêèõ ñîñåäíèõíàáîðîâ (îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç (a1, a2, . . . , an) è (b1, b2, . . . , bn)), ÷òî

f(a1, a2, . . . , an) > f(x1, x2, . . . , xn).Ïóñòü ýòè íàáîðû èìåþò ñîñåäñòâî ïî i-òîé êîîðäèíàòå:
(a1, a2, . . . , an) = (a1, a2, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an),

(b1, b2, . . . , bn) = (a1, a2, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).Ïóñòü
ϕ(x) = (a1, a2, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an).Òîãäà

ϕ(0) = f(a1, a2, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) =

f(a1, a2, . . . , an) > f(b1, b2, . . . , bn) =

f(a1, a2, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an) = ϕ(1).Çíà÷èò, ϕ(0) = 1, à ϕ(1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) = x.Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 5.10 (î íåëèíåéíîé �óíêöèè). Åñëè áóëåâà �óíêöèÿ
f(x̃) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò
0, 1, �óíêöèé x, x, à òàêæå ìîæåò áûòü è âçÿòèåì îò íåå îòðè-öàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò áóëåâó �óíêöèþ
x1x2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x̃) � íåêîòîðàÿ íåëèíåéíàÿ áóëåâà�óíêöèÿ. Ïîñòðîèì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè ïîëèíîì Æåãàëêèíà(òàêîé ïîëèíîì, ñîãëàñíî òåîðåìå Æåãàëêèíà, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü):

f(x̃n) =
⊕

(i1,i2,...,is)

ai1i2...isxi1xi2 . . . xis.Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f(x̃) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, òî è ïîñòðîåííûé ïîëè-íîì íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â íåì íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà65



êîíúþíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò ñîäåðæàòü íå ìåíåå äâóõ ìíîæèòåëåé. Áåçîãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèìè ìíî-æèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ x1 è x2. Ïðåäñòàâèì ïîñòðîåííûé íàìè ïîëèíîì âñëåäóþùåì âèäå:
x1x2f1(x3, x4, . . . , xn) ⊕ x1f2(x3, x4, . . . , xn) ⊕
⊕x2f3(x3, x4, . . . , xn) ⊕ f4(x3, x4, . . . , xn),ãäå f1, f2, f3, f4 � íåêîòîðûå áóëåâû �óíêöèè. Ïîñêîëüêó ïîëèíîì Æå-ãàëêèíà äëÿ êàæäîé �óíêöèè åäèíñòâåíåí, òî f1(x3, x4, . . . , xn) 6≡ 0. Ñëå-äîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð (a3, a4, . . . , an), ÷òî f(a3, a4, . . . , an) =

= 1. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ:
ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, a3, a4, . . . , an) = x1x2 ⊕ αx1 ⊕ βx2 ⊕ Γ,ãäå α, β, Γ ∈ B. �àññìîòðèì òàêæå �óíêöèþ

Ψ(x1, x2) = ϕ(x1 ⊕ β, x2 ⊕ α) ⊕ αβ ⊕ Γ.òîãäà
Ψ(x1, x2) = (x1 ⊕ β)(x2 ⊕ α) ⊕ α(x1 ⊕ β) ⊕ β(x2 ⊕ α) ⊕ Γ ⊕ αβ ⊕ Γ =

= x1x2 ⊕ αx1 ⊕ βx2 ⊕ αβ ⊕ αx1 ⊕ αβ ⊕ βx2 ⊕ αβ ⊕ Γ ⊕ αβ ⊕ Γ = x1x2.Ëåììà äîêàçàíà. 5.3. Êðèòåðèè ïîëíîòûÒåîðåìà 5.4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé áûëàïîëíîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òîáû îíà öåëèêîì íå ñîäåðæàëàñüíè â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S, M , L.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü K � íåêîòîðàÿ ñèñòåìàáóëåâûõ �óíêöèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî [K] = P2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K ⊆ N , ãäå N � îäèí èç êëàññîâ To, T1, S, M, L.Òîãäà, ïî ñâîéñòâó çàìûêàíèÿ, [K] ⊆ [N ]. Ïîýòîìó, ïîñêîëüêó êëàññ Nâ ëþáîì ñëó÷àå çàìêíóò, òî ïîëó÷èì P2 = T0 = T1 = S = M = L.Íî âûøå ìû äîêàçàëè, ÷òî ýòè êëàññû ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøåïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî K ⊆ N íåâåðíî è ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòüäîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé Kíå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S, M, L. Òîãäà â Kìîæíî âûáðàòü ïîäñèñòåìó K ′, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå ïÿòè �óíêöèé
{fi, fj, fs, fm, fl} òàêèõ, ÷òî fi * T0, fj * T1, fs * S, fm * M, fl * L.66



Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè �óíêöèè çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ïîëíîòó K ′ äîñòàòî÷íî ïîñòðî-èòü íàä K ′ ïîëíóþ ñèñòåìó. Ïîñòðîèì íàä K ′ ñèñòåìó {x, xy}. Â ýòîìíàì ïîìîãóò ëåììû 5.8, 5.9 è 5.10.I. Ïîñòðîèì âíà÷àëå êîíñòàíòû 0 è 1. Ïîñêîëüêó fi /∈ T0, òî fi(0, 0, . . .
. . . , 0) = 1, à, ïîñêîëüêó, fj /∈ T1, òî fj(1, 1, . . . , 1) = 0.Ïóñòü fi(1, 1, . . . , 1) = 1 è fj(0, 0, . . . , 0) = 0. Òîãäà fi ÿâëÿåòñÿ êîí-ñòàíòîé 1, à fj ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 0.Ïóñòü fi(1, 1, . . . , 1) = 0. Òîãäà fi ðåàëèçóåò �óíêöèþ x, ò.ê. ïðè x =
= 1, fi(x, x, . . . , x) = 0, à ïðè x = 0, fi(x, x, . . . , x) = 1. Åñëè ïðè ýòîì
fj(0, 0, . . . , 0) = 0, òî fj ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 0 è, èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííóþâ ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèþ x, ïîëó÷àåì òàêæå è êîíñòàíòó 1.Åñëè æå fj(0, 0, . . . , 0) = 1, òî è fj ðåàëèçóåò �óíêöèþ x. Ïîýòîìó ìûñìîæåì ðåàëèçîâàòü �óíêöèþ x = x. Âçÿâ òåïåðü �óíêöèþ fs, ñîãëàñíîëåììå 5.8, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îäíó èç êîíñòàíò, à ñ ïîìîùüþ �óíêöèè
x è äðóãóþ.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà fi(1, 1, . . . , 1) = 1 è fj(1, 1, . . .
. . . , 1) = 1. Òîãäà fi ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé 1, à fj ðåàëèçóåò �óíêöèþ x.Ïîýòîìó ïðèõîäèì ê óæå ðàññìîòðåííîé âûøå ñèòóàöèè.Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå êîíñòàíòû 0 è 1 ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû.II. Åñëè íà ýòàïå I êîíñòàíòû áûëè ïîñòðîåíû ñðàçó, òî �óíêöèþ xìîæíî ïîñòðîèòü â âèäó ëåììû 5.9, èñïîëüçóÿ ýòè êîíñòàíòû è fm.III. Ââèäó ëåììû 5.10 èñïîëüçóÿ 0, 1, x, fl ìîæíî ïîñòðîèòü �óíêöèþ
xy. Èòàê, íàìè ïîñòðîåíà íàä K ′, à çíà÷èò è íàä K ñèñòåìà {x, xy},êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, [K] = P2.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 5.3. Âñÿêèé çàìêíóòûé êëàññ K áóëåâûõ �óíêöèé òà-êîé, ÷òî K 6= P2 ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç êëàññîâ T0, T1, S, M, L.Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðûé êëàññ áóëåâûõ�óíêöèé K öåëèêîì íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàñ-ñîâ, òî ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå, îí ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé.Ïîýòîìó [K] = P2, à, ò.ê. êëàññ K çàìêíóò, òî [K] = K è ïðèõîäèì êïðîòèâîðå÷èþ.Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.Îïðåäåëåíèå 5.14. Êëàññ K ⊂ P2 íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì (èëèìàêñèìàëüíûì), åñëè K íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, íî äëÿ ëþáîé �óíêöèè
f ∈ P2 \ K ñèñòåìà {f} ∪ K ïîëíà.67



Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäïîëíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè K � ïðåäïîëíûé êëàññ, òî K ⊆ [K] ⊂ P2. Åñëè äîïó-ñòèòü, ÷òî K 6= [K], òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà �óíêöèÿ f ∈ [K] \ K.Íî òîãäà f ∈ P2 \ K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {f} ∪ K ïîëíà. Ýòî çíà-÷èò, ÷òî [{f} ∪ K] = P2. Ïîýòîìó [K] ⊂ {f} ∪ K, ÷åãî áûòü íå ìîæåò,ïîñêîëüêó {f}∪K ⊆ [K]. Ïîýòîìó íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî K ⊂
⊂ [K] íåâåðíî è ïðèõîäèòñÿ çàêëþ÷èòü, ÷òî K = [K], ò.å. ÷òî êëàññ Kçàìêíóò.Ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå, ñóùåñòâóåò ðîâíî 5 ïðåäïîë-íûõ êëàññîâ � T0, T1, S, M, L. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íåêîòîðûé êëàññ Káóëåâûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì, è íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èçóêàçàííûõ êëàññîâ, òî îí íè â îäíîì èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ. Íî òîãäà, ïîóêàçàííîé òåîðåìå, ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå-÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.Ïðèìåð 5.2. Ñèñòåìà A = {x1x2; 0; 1; x1⊕x2⊕x3} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òàáëèöû èñòèííîñòè, ëåãêî óáåäèòüñÿ âòîì, ÷òî x1x2 /∈ S, 0 /∈ T1, 1 /∈ T0, x1 ⊕ x2 ⊕ x3 /∈ M ; x1x2 /∈ L.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê æå ñ ïîìîùüþ òàáëèö èñòèííîñòè, ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî

A1 = {0; 1; x1 ⊕ x2 ⊕ x3} ⊂ L,

A2 = {x1x2; 1; x1 ⊕ x2 ⊕ x3} ⊂ T1,

A3 = {x1x2; 0; x1 ⊕ x2 ⊕ x3} ⊂ T0,

A4 = {x1x2; 0; 1} ⊂ M,ò.å. ïîäñèñòåìû A1, A2, A3, A4 íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.Îïðåäåëåíèå 5.15. Ñèñòåìà A èç çàìêíóòîãî êëàññà M íàçûâàåòñÿïîëíîé â M , åñëè ëþáàÿ �óíêöèÿ èç M ìîæåò áûòü çàäàíà �îðìóëîéíàä A.Îïðåäåëåíèå 5.16. Ñèñòåìà A èç çàìêíóòîãî êëàññà M íàçûâà-åòñÿ åãî áàçèñîì, åñëè ñèñòåìà A ïîëíà â M , íî ëþáàÿ åå ñîáñòâåííàÿïîäñèñòåìà íå ïîëíà â M .Ïðèìåð 5.3. Ñèñòåìà A èç ïðèìåðà 5.2 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â P2.Òåîðåìà 5.5 (Î ìèíèìàëüíîì áàçèñå). Èç ëþáîé ïîëíîé ñè-ñòåìû áóëåâûõ �óíêöèé ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìó, ñîäåðæàùóþíå áîëåå ÷åòûðåõ �óíêöèé, êîòîðàÿ òàêæå ïîëíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà K ïîëíà, òîãäà â íåé ñóùåñòâó-åò ïîëíàÿ ïîäñèñòåìà K ′, ñîñòîÿùàÿ íå áîëåå ÷åì èç ïÿòè �óíêöèé íåñîäåðæàùèõñÿ â ïðåäïîëíûõ êëàññàõ. Âîçüìåì �óíêöèþ f ∈ K ′ òàêóþ,68



÷òî f /∈ T0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî f(0, 0, . . . , 0) = 1. Åñëè f(1, 1, . . . , 1) = 0, òî
f /∈ T1. Åñëè æå f(1, 1, . . . , 1) = 1, òî f /∈ S, ñëåäîâàòåëüíî ýòà �óíê-öèÿ f íå ïðèíàäëåæèò åùå îäíîìó ïðåäïîëíîìó êëàññó. Ñëåäîâàòåëüíî,â ïîäñèñòåìå K ′ ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìó K ′′, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç÷åòûðåõ �óíêöèé è ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ââèäó ïðèìåðà 5.2 íåëüçÿ òðåáîâàòü äàëüíåéøåãî óìåíüøåíèÿ ÷èñëà�óíêöèé.Òåîðåìà 5.6 (Ïåðâàÿ òåîðåìà Ïîñòà). Êàæäûé çàìêíóòûéêëàññ áóëåâûõ �óíêöèé èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.Òåîðåìà 5.7 (Âòîðàÿ òåîðåìà Ïîñòà). Ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíó-òûõ êëàññîâ â P2 ñ÷åòíî.
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6. Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè
6.1. Ïîíÿòèå �óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ek ìíîæåñòâî {0, 1, . . . , k − 1}, k > 2.Îïðåäåëåíèå 6.1. Ôóíêöèÿ f : En
k 7→ Ek íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé

k-çíà÷íîé ëîãèêè.Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííûì âûøå áóëåâûì �óíêöèÿì, îïðåäåëèìàðãóìåíòû �óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè êàê ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíî-æåñòâà U = {u1, u2, . . . , um, . . .} è òîãäà çàïèñü f(u1, u2, . . . , un) áóäåòîçíà÷àòü �óíêöèþ k-çíà÷íîé ëîãèêè îò n àðãóìåíòîâ.Òàê æå êàê è äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé, îïðåäåëèì íàáîðû çíà÷åíèé ïå-ðåìåííûõ äëÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî-÷åííûìè âûáîðêàìè ñ âîçâðàùåíèåì èç ìíîæåñòâà Ek. Åñëè f(x1, x2, . . .
. . . , x1) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè è (a1, a2, . . . , xn) � íåêî-òîðûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, òî f(a1, a2, . . . , an) åñòüçíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè íà íàáîðå (a1, a2, . . . , an), åñëè ýòî çíà÷åíèå íàóêàçàííîì íàáîðå îïðåäåëåíî (ìîæåò áûòü è ïðîòèâíîå).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk ìíîæåñòâî âñåõ âñþäó îïðåäåëåííûõ �óíêöèé
k-çíà÷íîé ëîãèêè, à ÷åðåç P

(n)
k � ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé k-çíà÷íîéëîãèêè îò n àðãóìåíòîâ. Òàê æå êàê è äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå x̃n = (x1, x2, . . . , xn) è íàçûâàòü ýòî âûðàæåíèåâåêòîðíûì çàäàíèåì àðãóìåíòà.Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè òàê æå êàê è áóëåâû �óíêöèè ìîæíîçàäàâàòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû â êîòîðîé â ïåðâûõ n ñòîëáöàõ ñòîÿò âñåâîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, à â n + 1 ñòîëáöå � çíà÷åíèÿñàìîé �óíêöèè. Íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ðàñïîëàãàþòñÿ â òîì æååñòåñòâåííîì ïîðÿäêå. 70



x1 x2 x3 · · · xn−2 xn−1 xn f(x̃n)
0 0 0 · · · 0 0 0 a1

0 0 0 · · · 0 0 1 a2

0 0 0 · · · 0 0 2 a3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 0 k − 1 ak

0 0 0 · · · 0 1 0 ak+1

0 0 0 · · · 0 1 1 ak+2

0 0 0 · · · 0 1 2 ak+3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 1 k − 1 a2k

0 0 0 · · · 0 2 0 a2k+1

0 0 0 · · · 0 2 1 a2k+2

0 0 0 · · · 0 2 2 a2k+3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 2 k − 1 a3k

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 k − 1 k − 1 ak2

0 0 0 · · · 1 0 0 ak2+1

0 0 0 · · · 1 0 1 ak2+2

0 0 0 · · · 1 0 2 ak2+3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 0 k − 1 ak2+k

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
k − 1 k − 1 k − 1 · · · k − 1 k − 1 k − 2 akn−1

k − 1 k − 1 k − 1 · · · k − 1 k − 1 k − 1 aknÒåîðåìà 2.1 (Î ÷èñëå ðàçëè÷íûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè îò
n àðãóìåíòîâ). |P (n)

k | = kkn.Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê ñâîçâðàùåíèåì èç k ýëåìåíòîâ ïî n-ýëåìåíòîâ (ò.å. ÷èñëî âñåâîçìîæíûõóïîðÿäî÷åííûõ ñòðîê òàáëèöû èñòèííîñòè), ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6)òåîðåìû 1.1, ðàâíî kn. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè òàáëèöû èñòèííîñòè âîçìîæåíîäèí èç k ñëó÷àåâ � â ýòîé ñòðîêå �óíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç kçíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî èç íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõñíîâà ïðîèñõîäèò âûáîð èç k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ïîýòîìó, îïÿòüïðèìåíèâ óòâåðæäåíèå 6) òåîðåìû 1.1, ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõáóëåâûõ �óíêöèé îò n àðãóìåíòîâ ðàâíî kkn.71



Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå 6.2. Ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x̃n) ñóùåñòâåííîçàâèñèò îò ïåðåìåííîé xi (1 6 i 6 n), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð
a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . .
. . . , xn, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå õîòÿ áû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé a′ è a′′ ïåðåìåí-íîé xi òàêèõ, ÷òî a′ 6= a′′ âûïîëíÿåòñÿ

f(a1, a2, . . . , ai−1, a
′, ai+1, . . . , an) 6=

f(a1, a2, . . . , ai−1, a
′′, ai+1, . . . , an).Ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Åñëè ïåðåìåííàÿíå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ �èêòèâíîé.Çàìå÷àíèå 6.1. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêèïîíÿòèå �èêòèâíîé ïåðåìåííîé îêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæ-íûì, íåæåëè ïîíÿòèå �èêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ áóëåâîé �óíêöèè.Åñëè íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé äëÿ�óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x̃n), òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà a1, a2, . . .

. . . , ai−1, ai+1, . . . , an çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn èäëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé a′ è a′′ ïåðåìåííîé xi âûïîëíÿåòñÿ
f(a1, a2, . . . , ai−1, a

′, ai+1, . . . , an) =

f(a1, a2, . . . , ai−1, a
′′, ai+1, . . . , an).Îïðåäåëåíèå 6.3. Ïóñòü �óíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x̃n) çàäàíàòàáëè÷íî è äëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . , n ïåðåìåííàÿ xi ÿâëÿåòñÿ åå �èê-òèâíîé ïåðåìåííîé. Âû÷åðêèâàíèå èç ýòîé òàáëèöû ñòîëáöà â êîòîðîìñòîèò ïåðåìåííàÿ xi è âñåõ ñòðîê, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íàáîðàì

(a1, a2, . . . , ai−1, a
′, ai+1, . . . , an)(ãäå (a1, a2, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) � íåêîòîðûå íàáîðû ïåðåìåííûõ

x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn è a′ = 1, 2, . . . , k − 1), çàäàåò �óíêöèþ k-çíà÷íîé ëîãèêè f1(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) îò n− 1 ïåðåìåííûõ. Òà-êîå âû÷åðêèâàíèå íàçûâàåòñÿ óäàëåíèåì �èêòèâíîé ïåðåìåííîé xi.Îïðåäåëåíèå 6.4. Îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ îïåðàöèè óäàëåíèÿ �èêòèâ-íîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ââåäåíèÿ �èêòèâíîé ïåðåìåííîé.Îïðåäåëåíèå 6.5. Äâå �óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè íàçûâàþòñÿ ðàâ-íûìè, åñëè îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé, ïóòåì óäàëåíèÿèëè ââåäåíèÿ �èêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.Ìîæíî äàòü åùå îäíî îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà �óíêöèé k-çíà÷íîé ëî-ãèêè, èç êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ìåòîä èñòèííîñòíûõ òàáëèö.72



Îïðåäåëåíèå 6.6. Äâå �óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè f1 è f2 íàçûâà-þòñÿ ðàâíûìè, åñëè íà îäíèõ è òåõ æå íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõçíà÷åíèÿ �óíêöèé ðàâíû.Ââèäó ðàññìîòðåííûõ îïåðàöèé ââåäåíèÿ è óäàëåíèÿ �èêòèâíûõ ïå-ðåìåííûõ, êàê è äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé, äëÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêèñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå äîâîëüíî ïðîñòîå, íî âìåñòå ñ òåì î÷åíü âàæíîåóòâåðæäåíèå.Çàìå÷àíèå 6.2. Ëþáîå ìíîæåñòâî �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè
f1, f2, . . . , fs ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî �óíêöèé çàâèñÿ-ùèõ îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ.Îïðåäåëåíèå 6.7. Ýëåìåíòàðíûìè �óíêöèÿìè k-çíà÷íîé ëîãèêèíàçûâàþò ñëåäóþùèå �óíêöèè:1) êîíñòàíòû 0, 1, . . . , k − 1;2) x = x + 1 (mod k) � îòðèöàíèå Ïîñòà èëè öèêëè÷åñêèé ñäâèã(ïåðâîå îáîáùåíèå îòðèöàíèÿ);3) ∼x = k − 1 − x � îòðèöàíèå Ëóêàñåâè÷à (âòîðîå îáîáùåíèåîòðèöàíèÿ);4) Im(x) =

{

k − 1, x = m,

0, x 6= m,
ãäå 0 6 m 6 k − 1;5) Jm(x) =

{

1, x = m,

0, x 6= m,
� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ÷èñëà m,ãäå 0 6 m 6 k − 1;6) min(x1, x2) � îáîáùåíèå êîíúþíêöèè;7) max(x1, x2) � îáîáùåíèå äèçúþíêöèè;8) x1∗x2 (mod k) � óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ k èëè âòîðîå îáîáùåíèåêîíúþíêöèè;9) x1 + x2 (mod k) � ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ k,êîòîðûå çàäàäèì ñ ïîìîùüþ èñòèííîñòíûõ òàáëèö.73



x 0 1 . . . k − 1 x ∼x Im(x) Jm(x)
0 0 1 . . . k − 1 1 k − 1 0 0
1 0 1 . . . k − 1 2 k − 2 0 0
2 0 1 . . . k − 1 3 k − 3 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
m − 1 0 1 . . . k − 1 m k − m − 1 0 0

m 0 1 . . . k − 1 m + 1 k − m − 2 1 k − 1
m + 1 0 1 . . . k − 1 m + 2 k − m − 3 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k − 2 0 1 . . . k − 1 k − 1 1 0 0
k − 1 0 1 . . . k − 1 0 0 0 0

x1 x2 min(x1, x2) max(x1, x2) x1 + x2 x1 ∗ x2

0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0
0 2 0 2 2 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 k − 1 0 k − 1 k − 1 0
1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 2 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 k − 1 1 k − 1 0 k − 1
2 0 0 2 2 0
2 1 1 2 3 2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
k − 1 k − 2 k − 2 k − 2 k − 3 1
k − 1 k − 1 k − 1 k − 1 k − 2 0Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç P 0

k .6.2. �åàëèçàöèè �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè �îðìóëàìè.Îñíîâíûå ðàâíîñèëüíîñòèÏóñòü F � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãè-êè. Àíàëîãè÷íî áóëåâûì �óíêöèÿì, èñïîëüçóÿ òå æå �ðàçû è îáîçíà-÷åíèÿ, ëåãêî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå �îðìóëû íàä ìíîæåñòâîì F , ïîä�îð-ìóëû, ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé èç ìíîæåñòâà F è ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóë74



äëÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Íàïðèìåð, ñóïåðïîçèöèÿìè �óíêöèé èç
P 0

k ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå �óíêöèè äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x̃n):
Kf

x̃ (x̃n) = min(Ia1
(x1), Ia2

(x2), . . . , Ian
(xn), f(a1, a2, . . . , an));

Cf
x̃ (x̃n) = Ja1

(x1) ∗ Ja2
(x2) ∗ . . . ∗ Jan

(xn) ∗ f(a1, a2, . . . , an);

Df
x̃(x̃n) = max(∼Ia1

(x1),∼Ia2
(x2), . . . ,∼Ian

(xn), f(a1, a2, . . . , an)),Åñëè ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íàáîðà (a1, a2, . . .
. . . , an), òî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàâåíñòâ ïîëó÷èì:

Kf
x̃ (a1, a2, . . . , an) = Cf

x̃ (a1, a2, . . . , an) =

= Df
x̃(a1, a2, . . . , an) = f(a1, a2, . . . , an). (3.1)Åñëè æå ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî äðó-ãîãî, îòëè÷íîãî îò (a1, a2, . . . , an) íàáîðà (b1, b2, . . . , bn) òî ïîëó÷àåì ñëå-äóþùèå ðàâåíñòâà:

Kf
x̃ (b1, b2, . . . , bn) = Cf

x̃ (b1, b2, . . . , bn) = 0 (3.2)

Df
x̃(b1, b2, . . . , bn) = k − 1. (3.3)Ñâîéñòâî 6.1. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñïðà-âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1. Àññîöèàòèâíûå çàêîíû:1.1. x1∗ (x2∗x3 (mod k)) (mod k) = (x1∗x2 (mod k))∗x3 (mod k));1.2. x1 + (x2 + x3 (mod k)) (mod k) = (x1 + x2 (mod k)) + x3

(mod k));1.3. min(min(x1, x2), x3) = min(x1, min(x2, x3));1.4. max(max(x1, x2), x3) = max(x1, max(x2, x3));2. Êîììóòàòèâíûå çàêîíû:2.1. x1 ∗ x2 = x2 ∗ x1;2.2. x1 + x2 = x2 + x1;2.3. min(x1, x2) = min(x2, x1);2.4. max(x1, x2) = max(x2, x1);3. Äèñòðèáóòèâíûå çàêîíû:3.1. min(max(x1, x2), x3) = max(min(x1, x3), min(x2, x3));3.2. max(min(x1, x2), x3) = min(max(x1, x3), max(x2, x3));3.3. x1 ∗ (x2 + x3) (mod k) = (x1 ∗ x2) + (x1 ∗ x3) (mod k).Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1∧x2 îïåðàöèþ min(x1, x2), à ÷åðåç x1∨x2 îïåðà-öèþ max(x1x2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíà÷àëå âûïîëíÿåòñÿ êîíúþíêöèÿ,à çàòåì äèçúþíêöèÿ. 75



Ñâîéñòâî 6.2. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñïðà-âåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1.Iσ(Iτ(x)) =































I0(x) ∨ I1(x) ∨ . . . ∨ Iτ−1(x)∨
Iτ+1(x) ∨ . . . ∨ Ik−1(x),åñëè σ = 0;

0, åñëè 0 < σ < k − 1;

Iτ(x), åñëè σ = k − 1.

2.Iσ(x1 ∧ x2) = Iσ(x1) ∧ (Iσ(x2) ∨ Iσ+1(x2) ∨ . . . ∨ Ik−1(x2))∨
Iσ(x2) ∧ (Iσ(x1) ∨ Iσ+1(x + 1) . . . ∨ Ik−1(x1));

3.Iσ(x1 ∨ x2) = Iσ(x1) ∧ (I0(x2) ∨ I1(x2) ∨ . . . ∨ Iσ(x2))∨

Iσ(x2) ∧ (I0(x1) ∨ I1(x1) ∨ . . . ∨ Iσ(x1));

4.x = 1 ∧ I1(x) ∨ 2 ∧ I2(x) ∨ . . . ∨ (k − 1) ∧ Ik−1(x);

5.x1 = x1 ∧ (I0(x2) ∨ I1(x2) ∨ . . . ∨ Ik−1(x2));

Iσ(x) ∧ Iτ (x) =

{

Iσ(x), åñëè σ = τ ,

0, åñëè σ 6= τ .

(k − 1) ∧ x = x; (k − 1) ∨ x = k − 1;

0 ∧ x = 0; 0 ∨ x = x.Çàìå÷àíèå 6.3. �àññìîòðåííûå ñâîéñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ �óíê-öèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ìîãóò ñëóæèòü îñíîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèþ îòîì, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâó-þùèõ áóëåâûõ �óíêöèé. Îäíàêî ýòî ïðîèñõîäèò íå âñåãäà. Íàïðèìåð,ïðè k > 3, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
∼(∼x) = x; x 6= x;

∼max(x1, x2) = min(∼x1,∼x2);

max(x1, x2) 6= min(x1, x2).Èç ðàâåíñòâ (3.1)�(3.3) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.76



Òåîðåìà 6.2. Äëÿ ëþáîé �óíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè èìåþò ìåñòîñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
f(x̃n) =

∨

σ1,σ2,...,σn

Kf
x̃ (x̃n) (6.1)

f(x̃n) =
∑

σ1,σ2,...,σn

Cf
x̃ (x̃n) (mod k) (6.2)

f(x̃n) =
∧

σ1,σ2,...,σn

Df
x̃(x̃n) (6.3)Îïåðàöèè çäåñü áåðóòñÿ ïî âñåì íàáîðàì x̃ èç En

k .Ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (6.1)�(6.3) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåð-âîé, âòîðîé è òðåòüåé �îðìàìè ïðåäñòàâëåíèÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãè-êè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ñóùåñòâóþò ñïîñîáûðàçëîæåíèÿ, àíàëîãè÷íî äèçúþíêòèâíîé, êîíúþíêòèâíîé è èìïëèêàòèâ-íîé �îðìàì áóëåâûõ �óíêöèé.
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7. Ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ7.1. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàòåëèÂ ñîâðåìåííîé ýëåêòðîííîé òåõíèêå, à â îñîáåííîñòè â ýëåêòðîííûõâû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò òàê íàçûâàåìûåäèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàòåëè.Îïðåäåëåíèå 7.1. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàòåëåì íàçûâàåòñÿóñòðîéñòâî, êîòîðîå îáëàäàåò íåêîòîðûì ÷èñëîì âõîäîâ è âûõîäîâ è ïðå-îáðàçóåò íàáîðû ñèãíàëîâ, ïîñòóïàþùèå íà âõîäû â íàáîðû ñèãíàëîâ,ïîñòóïàþùèå íà âûõîäû. Íàáîðû ñèãíàëîâ áåðóòñÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷-íîãî ìíîæåñòâà.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàòåëè â êî-òîðûõ âðåìåíåì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â êà÷åñòâåìíîæåñòâà èç êîòîðîãî áåðóòñÿ ñèãíàëû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî
{0, 1}. Òåõíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ òàêèõ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé îêà-çûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòîé, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ñèãíàëà 0 ìîæíî îòîæäå-ñòâèòü ñî ñëàáûì ñèãíàëîì, à çíà÷åíèå ñèãíàëà 1 � ñ ñèëüíûì. Ñ òàêîéçàäà÷åé ñ óñïåõîì ñïðàâëÿþòñÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûå ïðèáîðû, òåõíîëîãè-÷åñêèå ðàçðàáîòêè êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäÿòñÿ íà äîñòàòî÷íîâûñîêîì óðîâíå. Êðîìå òîãî, ñîõðàíåíèå èí�îðìàöèè î ñèãíàëàõ òàêî-ãî òèïà ëåãêî îñóùåñòâèìî ââèäó åùå îäíîãî îòîæäåñòâëåíèÿ: ñèãíàë 0ýêâèâàëåíòåí ïîëíîñòüþ ðàçðÿæåííîìó êîíäåíñàòîðó, à ñèãíàë 1 � ïîë-íîñòüþ çàðÿæåííîìó. 7.2. Êîíòàêòíûå ñõåìûÍàèáîëåå ïðîñòîé ðàçíîâèäíîñòüþ äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ÿâ-ëÿþòñÿ Êîíòàêòíûå ñõåìû.Îïðåäåëåíèå 7.2. Êîíòàêòíîé ñõåìîé íàçûâàåòñÿ ñõåìà, ñîñòîÿ-ùàÿ èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:1) çàìûêàþùèå êîíòàêòû (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûå ïðî-ïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå);2) ðàçìûêàþùèå êîíòàêòû (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàíèÿ íåêî-òîðûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ);3) ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå êîíòàêòîâ (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåòêîíúþíêöèÿ íåêîòîðûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èëè èõ îòðèöà-íèé); 78



4) ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå êîíòàêòîâ (êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò äèçú-þíêöèÿ íåêîòîðûõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èëè èëè èõ îòðèöà-íèé).Ïîñêîëüêó êàæäûé èç îïðåäåëåííûõ âûøå ýëåìåíòîâ êîíòàêòíîéñõåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ áóëåâó �óíêöèþ, òî èõ ìîæ-íî îòîæäåñòâèòü ñ íåêîòîðûìè ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè è òî-ãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè, âîçìîæíî ïîñòðîåíèå áîëåå ñëîæ-íûõ ñõåì (ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6Ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ êîíòàêòíûõ ñõåì è âñåõ áóëåâûõ �óíêöèÿõ,ïîñòðîåííûõ íàä áàçèñîì ⌉, ∨, ∧ î÷åâèäíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå: äëÿ êàæäîé êîíòàêòíîé ñõåìû ìîæíî ïîñòðîèòü íàä áàçèñîì
⌉, ∨, ∧ åäèíñòâåííóþ áóëåâó �óíêöèþ è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîéáóëåâîé �óíêöèè, ïîñòðîåííîé íàä áàçèñîì ⌉, ∨, ∧, ìîæíî ïîñòðîèòüåäèíñòâåííóþ êîíòàêòíóþ ñõåìó. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíòàêòíûõ ñõåììîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.Çàäà÷à ñèíòåçà. Êàê ïî èçâåñòíûì óñëîâèÿì ðàáîòû íåêîòîðîãîêîíòàêòíîãî óñòðîéñòâà ïîñòðîèòü åãî ñõåìó.Çàäà÷à àíàëèçà. Êàê ïî èçâåñòíîé ñõåìå êîíòàêòíîãî óñòðîéñòâàîïðåäåëèòü óñëîâèÿ åãî ðàáîòû.Çàäà÷à óïðîùåíèÿ. Çàäà÷à óïðîùåíèÿ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòà-ïîâ:1) ðåøèòü çàäà÷ó àíàëèçà è ïîñòðîèòü äëÿ äàííîãî êîíòàêòíîãîóñòðîéñòâà ñîîòâåòñòâóþùóþ �îðìóëó;2) èñïîëüçóÿ çàêîíû äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé, ìàêñèìàëüíî óïðîñòèòüïîëó÷åííóþ �îðìóëó; 79



3) ïîñòðîèòü êîíòàêòíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò óïðîùåííîé�îðìóëå è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî êîíòàêòîâ.�åøàòü ýòè çàäà÷è ïîìîãàþò òàáëèöû èñòèííîñòè.Êîíòàêòíûå ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ óñòðîéñòâàõ: ñõåìû äëÿãîëîñîâàíèÿ, ýëåêòðîííûå óïðàâëÿþùèå ñõåìû ðàçëè÷íûõ òèïîâ è ò.ä.7.3. Ïîíÿòèå ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâÒåîðèÿ êîíòàêòíûõ ñõåì îêàçûâàåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíîé ïðè ðåøåíèèáîëåå ñëîæíûõ çàäà÷. Áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è è, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è âû-÷èñëåíèÿ äëÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ñïîñîáíû ðåøèòü òàê íàçûâàå-ìûå ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Îïðåäåëåíèå 7.3. Ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ìàòå-ìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ îäíèì âûõîäîì, ó êî-òîðîãî âðåìÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèãíàëà ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèòåëüíî-ñòüþ ñèãíàëà.Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ñòðóêòóðó ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.1. Áåðåòñÿ íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F = F1, F2, . . . , Fk �óíê-öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Êàæäûé ýëåìåíò èìååò ni âõîäîâ è îäèí âûõîä(ðèñ.7).2. Ñòðîèòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñåòü Σ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáúåêò â êî-òîðîì èìååòñÿ íåêîòîðîå ÷èñëî n âõîäîâ è íåêîòîðîå ÷èñëî p âûõîäîâ(ðèñ. 8). Ïîñòðîåíèå öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:à). Îäíà èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîâõîäîì è âûõîäîì, íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé ëîãè÷åñêîé ñåòüþ (ðèñ. 9).

Ðèñ. 7 Ðèñ. 8 Ðèñ. 980



á). Åñëè äàíû äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñåòè Σ1 è Σ2, èìåþùèå ñîîò-âåòñòâåííî n1 è n2 âõîäîâ è p1 è p2 âûõîäîâ, òî ê ýòèì ñåòÿì ìîæíîïðèìåíèòü îïåðàöèþ îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåòåé, â ðåçóëüòàòåêîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ñåòü Σ′, âõîäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå âõîäûñåòåé Σ1 è Σ2, à âûõîäàìè � âûõîäû ýòèõ ñåòåé. Òàêèì îáðàçîì, ñåòü Σ′èìååò n1 + n2 âõîäîâ è p1 + p2 âûõîäîâ (ðèñ. 10).

Ðèñ. 10â). Åñëè äàíà íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñåòü Σ ñ n âõîäàìè è p âûõîäàìèè ýëåìåíò F ñ ni âõîäàìè, ïðè÷åì p > ni è ñðåäè âûõîäîâ ñåòè Σ âûáðàíûâûõîäû j1, j2, . . . , jni
. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ïðèñîåäèíåíèÿýëåìåíòà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñåòü Σ′′, âõîäàìèêîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âõîäû ñåòè Σ, à âûõîäàìè � âûõîä ýëåìåíòà F è âñåâûõîäû ñåòè Σ êðîìå âûõîäîâ j1, j2, . . . , jni

. Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêàÿñåòü Σ′′ èìååò n âõîäîâ è p − ni + 1 âûõîäîâ (ðèñ. 11).ã). Åñëè äàíà íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿ ñåòü Σ ñ n âõîäàìè è p âûõîäàìèè â ýòîé ñåòè âûäåëåí íåêîòîðûé âûõîä j. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü îïå-ðàöèþ ðàñùåïëåíèÿ âûõîäà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó÷èòñÿ ëîãè÷åñêàÿñåòü Σ′′′, âõîäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå âõîäû ñåòè Σ, à âûõîäàìè � âû-õîäû 1, 2, . . . , i − 1, i + 1, . . . , p è åùå äâà âûõîäà, âîçíèêøèõ èç âûõîäàñ íîìåðîì j ñåòè Σ. Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêàÿ ñåòü Σ èìååò n âõîäîâ è
p + 1 âûõîä (ðèñ. 12).3. Ïóñòü çàäàíû àë�àâèòû íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ X = {x1, x2, . . .
. . . , xi, . . .} è Z = {z1, z2, . . . , zi, . . .} è ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ëîãè÷åñêàÿñåòü Σ, êîòîðàÿ èìååò n âõîäîâ è p âûõîäîâ. Ñõåìîé èç �óíêöèîíàëüíûõýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ñåòü, âõîäàì è âûõîäàì êîòîðîé ïðè-81



Ðèñ. 11 Ðèñ. 12ïèñàíû ðàçëè÷íûå áóêâû xi1, xi2, . . . , xin è zj1, zj2, . . . , zjn
ñîîòâåòñòâåííîèç àë�àâèòîâ X è Z (ðèñ. 13). Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñõåìà îáîçíà-÷àåòñÿ

Σ(xi1, xi2, . . . , xin; zj1, zj2, . . . , zjn
).Åñëè ìíîæåñòâî F ñîñòîèò èç òðåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-þò îòðèöàíèþ, êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè (ðèñ. 14), òî �èãóðû Σ1 (ðèñ.15) è Σ2 (ðèñ. 16) ÿâëÿþòñÿ ñõåìàìè èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.Îïðåäåëèì òåïåðü �óíêöèîíèðîâàíèå ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõýëåìåíòîâ.ÏóñòüΣ(x1, x2, . . . , xn; z1, z2, . . . , zp)� ñõåìà èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëå-ìåíòîâ. Êàæäîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà F ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåêî-òîðóþ áóëåâó �óíêöèþ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ �îðìóëè çàêîíû äëÿ áóëåâûõ �óíêöèé, óêàçàííîé ñõåìå èç �óíêöèîíàëüíûõýëåìåíòîâ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé áóëåâûõ �óíêöèé:

z1 = f1(x1, x2, . . . , xn);

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn);

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn);82



Ðèñ. 13 Ðèñ. 14Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ïðîâîäèìîñòüþ äàííîé ñõåìû èç�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ�àññìîòðèì ïîñòðîåíèå ïðîâîäèìîñòè äëÿ êàæäîé èç ðàññìîòðåí-íûõ âûøå îïåðàöèé äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñåòåé.à). Åñëè Σ � òðèâèàëüíàÿ ñõåìà (ò.å. ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ íà òðèâè-àëüíîé ëîãè÷åñêîé ñåòè), òî åé ñîîòâåòñòâóåò îäíî óðàâíåíèå
z1 = x1è ïðîâîäèìîñòü åñòü òîæäåñòâåííàÿ �óíêöèÿ.á). Åñëè Σ1 è Σ2 � ñõåìû èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñåòè êî-òîðûõ íå ïåðåñåêàþòñÿ è âõîäàì è âûõîäàì êîòîðûõ ñîïîñòàâëåíû ðàç-ëè÷íûå ïåðåìåííûå, òî èõ ìîæíî îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Σ1(x1, x2, . . . , xn; z1, z2, . . . , zp);

Σ2(xn+1, xn+2, . . . , xn+m; zp+1, zp+2, . . . , zp+q),ãäå n è m � ÷èñëî âõîäîâ ñîîòâåòñòâåííî ñõåì Σ1 è Σ2, à p è q � ÷èñëîèõ âûõîäîâ. Ïóñòü óêàçàííûì ñõåìàì ñîîòâåòñòâóþò ñèñòåìû óðàâíåíèé
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn);

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn);

. . . (∗)
zp = fp(x1, x2, . . . , xn);83



Ðèñ. 15 Ðèñ. 16

84



è
zp+1 = fp+1(xn+1, xn+2, . . . , xn+m);

zp+2 = fp+2(xn+1, xn+2, . . . , xn+m);

. . . (∗∗)
zp+q = fp+q(xn+1, xn+2, . . . , xn+m).Òîãäà ñõåìå Σ′(x1, x2, . . . xn+m; z1, z2, . . . , zp+q), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáú-åäèíåíèåì ñõåì Σ1 è Σ2, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó óðàâ-íåíèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé (*) è(**):

z1 = f ′
1(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m);

z2 = f ′
2(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m);

. . .

zp = f ′
p(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m);

zp+1 = f ′
p+1(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m)

zp+2 = f ′
p+2(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m)

. . .

zp+q = f ′
p+q(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, . . . , xn+m),ãäå �óíêöèè f ′

1, f
′
2, . . . , f

′
p íå çàâèñÿò ñóùåñòâåííî îò ïåðåìåííûõ

xp+1, xp+2, . . . , xn+m, à �óíêöèè f ′
p+1, f

′
p+2, . . . , f

′
p+q íå çàâèñÿò ñóùåñòâåí-íî îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn è

f ′
1 = f1, f ′

2 = f2, . . . , f
′
p = fp,

f ′
p+1 = fp+1, f ′

p+2 = fp+2, . . . , f
′
p+q = fp+q.â). Ïóñòü ñõåìà

Σ′′(x1, . . . , xn; z1, . . . , zj1−1, zj1+1, . . . , zjni+1
, . . . , zp)ïîëó÷åíà èç ñõåìû Σ(x1, x2, . . . , xn; z1, z2, . . . , zp) ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ êâûõîäàì zj1, zj2, . . . , zjni

âõîäîâ ýëåìåíòà Fi è ïîëó÷åííîìó íîâîìó âû-õîäó ïðèñâîåíà áóêâà zp+1. Òîãäà ñõåìå Σ′′ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñèñòåìóóðàâíåíèé, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç (*) âû÷åðêèâàíèåì j1, j2, . . . , jni
ñòðî-÷åê è äîáàâëåíèåì ñòðîêè

zp+1 = f 0
i (fj1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fjni

(x1, x2, . . . , xn)).85



Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn),

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

zj1−1 = fj1−1(x1, x2, . . . , xn),

zj1+1 = fj1+1(x1, x2, . . . , xn),

. . .

zjni
−1 = fjni

−1(x1, x2, . . . , xn),

zjni
+1 = fjni

−1(x1, x2, . . . , xn),

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn),

zp+1 = f 0
i (fj1(x1, x2, . . . , xn), . . . , fjn

(x1, x2, . . . , xn)).ã). Ïóñòü ñõåìà Σ′′′(x1, x2, . . . , xn; z1, z2, . . . , zp, zp+1) ïîëó÷åíà èç ñõå-ìû Σ(x1, x2, . . . , xn; z1, z2, . . . , zp) ðàñùåïëåíèåì âûõîäà ñ íîìåðîì j íàäâà âûõîäà è ïîëó÷åííûì âûõîäàì ïðèñâîåíû ñîîòâåòñòâåííî áóêâû zjè zp+1. Òîãäà ýòîé ñõåìå ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó óðàâ-íåíèé
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn),

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn),

. . .

zj−1 = fj1(x1, x2, . . . , xn),

zj = fj(x1, x2, . . . , xn),

zj+1 = fj+1(x1, x2, . . . , xn),

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn),

zp+1 = fp(x1, x2, . . . , xn).Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ íàìè ñõåì èç �óíêöèî-íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé, êàæäîåèç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé áóëåâîé �óíêöèåé.86



Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êëàññ âñåõ ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâíàä F , à ÷åðåç S0 êëàññ âñåõ òåõ ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä
F ó êîòîðûõ èìååòñÿ ðîâíî îäèí âûõîä è ðàçâåòâëåíèÿ èìåþòñÿ òîëüêîíà âõîäàõ. Ïóñòü B � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé. Îáîçíà÷èì÷åðåç SB êëàññ �îðìóë íàä ñèñòåìîé B. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ áóëåâà �óíê-öèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê íåêîòîðûé �óíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ñíåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì âõîäîâ è îäíèì âûõîäîì, òî î÷åâèäíî, ÷òî êàæ-äîé �îðìóëå èç êëàññà SB ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòüíåêîòîðóþ ñõåìó èç S0. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî íåêîòîðàÿ ñõåìà Σ ñîäåð-æèò ýëåìåíò Fi, ó êîòîðîãî íà âûõîäå åñòü j ðàçâåòâëåíèé. Òîãäà ýòîòýëåìåíò ìîæíî çàìåíèòü íà j ýëåìåíòîâ Fi1, Fi2, . . . , Fij ó êîòîðûõ íàâûõîäàõ ðàçâåòâëåíèÿ îòñóòñòâóþò (ðèñ. 17).

Ðèñ. 17Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèñòåìà B ïîëíà, òî äëÿ ñõåìû Σ ìîæíî ñîñòà-âèòü íåêîòîðóþ �îðìóëó èç êëàññà SB.Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè òåîðåìó.Òåîðåìà 7.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû áóëåâûõóðàâíåíèé
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn);

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn);

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn).ñóùåñòâîâàëà ñõåìà Σ(x1, x2, . . . , xn, z1, z2, . . . , zp) â íåêîòîðîì áà-çèñå �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó ñèñòåìóóðàâíåíèé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà áóëåâûõ �óíê-öèé
f1, f2, . . . , fn.87



ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó áàçèñó áûëà ïîëíîé.7.4. Ïðîáëåìà ñèíòåçà ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâÏðîáëåìà ñèíòåçà ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì.Ïóñòü çàäàí íåêîòîðûé áàçèñ F �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è âçÿòàïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ óðàâíåíèé
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn);

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn);

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn).Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñõåìó Σ(x1, x2, . . . , xn, z1, z2, . . . , zp) èç �óíêöè-îíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàä äàííûì áàçèñîì, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò äàííóþ ñè-ñòåìó óðàâíåíèé.Ââèäó ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìû, ðåøåíèå ïðîáëåìû ñèíòåçà ñó-ùåñòâóåò, åñëè ñèñòåìà áóëåâûõ �óíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ áàçèñó Fáûëà ïîëíîé. Ïðè èçó÷åíèè áóëåâûõ �óíêöèé ìû âèäåëè, ÷òî ëþáàÿáóëåâà �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ìíîæåñòâîì �îðìóë. Óæå ïîýòîé ïðè÷èíå ïðîáëåìà ñèíòåçà èìååò ìíîãî ðåøåíèé. Ïîýòîìó âîçíèêà-åò íåîáõîäèìîñòü âûáîðà ñðåäè íèõ áîëåå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 7.4. Ñëîæíîñòüþ ñõåìû Σ íàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàë
L(Σ), êîòîðûé ðàâåí ÷èñëó ýëåìåíòîâ ñõåìû.Îïðåäåëåíèå 7.5. Ñõåìà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà èìååòíàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè ñðåäè âñåõ ñõåì, ðåàëèçóþùèõ îäíó èòó æå ñèñòåìó áóëåâûõ óðàâíåíèé.Îïðåäåëåíèå 7.6. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âõîäîâ, âû-õîäîâ è �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ñîåäèíåíèåì S äàííûõ âõîäîâ, âû-õîäîâ è ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ �èãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç ýòèõîáúåêòîâ, òàêàÿ, ÷òî êàæäûé âõîä ïîäêëþ÷åí ëèáî ê âõîäó, ëèáî ê âû-õîäó è êàæäûé âûõîä ïîäêëþ÷åí ëèáî ê âõîäó, ëèáî ê âûõîäó.Ëþáàÿ ñõåìà èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñî-åäèíåíèåì. Îäíàêî íå âñÿêîå ñîåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé èç �óíêöèî-íàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 18, 19). 88



Ðèñ. 18 Ðèñ. 19Ëåììà 7.1. ×èñëî S∗(n, p, h) âñåõ ñîåäèíåíèé, ñîäåðæàùèõ n âõî-äîâ xi1, xi2, . . . , xin, p âûõîäîâ zj1, zj2, . . . , zjp
è h �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-òîâ íå ïðåâîñõîäèò

Hh
r · (n + h)hv+p,ãäå v = max16i6rni è r � ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ áàçèñà.Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì h �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ , ÷òîìîæíî îñóùåñòâèòü Hh

r ñïîñîáàìè. Ïîñêîëüêó v � ýòî ÷èñëî âõîäîâ ýëå-ìåíòà ñ ñàìûì áîëüøèì ÷èñëîì âõîäîâ, òî ìíîæåñòâî âñåõ âûõîäîâ èâõîäîâ âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ íå ïðåâûøàåò hv + p øòóê. Ïîäêëþ÷èì èõëèáî ê âõîäàì, ëèáî ê âûõîäàì ýëåìåíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî n+h. Ìûïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííóþ âûáîðêó áåç âîçâðàùåíèÿ èç n + h ýëåìåíòîâïî hv + p ýëåìåíòîâ. ×èñëî âñåõ âîçìîæíûõ âûáîðîê áóäåò ðàâíî
(n + h)hv+p.Ïîñêîëüêó æå âûáîð �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è âûáîð âàðèàíòîâ ïîä-êëþ÷åíèÿ � íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, òî, ïðèìåíèâ ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ,ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ñîåäèíåíèé íå ïðåâîñõîäèò

Hh
r · (n + h)hv+p.Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèå 7.1. ×èñëî S(n, p, h) ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-òîâ, ñîäåðæàùèõ n âõîäîâ xi1, xi2, . . . , xin, p âûõîäîâ zj1, zj2, . . . , zjp

è h�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
S(n, p, h) 6 S∗(n, p, h) 6 Hh

r · (n + h)hv+p
6 rh · (n + h)hv+p.89



Âûøå ìû îïðåäåëèëè îïåðàöèè äëÿ ëîãè÷åñêèõ ñåòåé. Òàêèå æå îïå-ðàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ ñîåäèíåíèé:I îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ äâóõ ñîåäèíåíèé.IIîïåðàöèÿ ïîäêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà.IIIîïåðàöèÿ ðàçâåòâëåíèÿ âûõîäà.Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå äâå ëåììû.Ëåììà 7.2. �åçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé I,II,III ê ñîåäèíåíè-ÿì ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíåíèåì.Ëåììà 7.3. Ñîåäèíåíèå, îòëè÷íîå îò òðèâèàëüíîé ñõåìû ÿâëÿåò-ñÿ ñõåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõóñëîâèé:1) ñîåäèíåíèå ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñîåäèíåíèé, êîòîðûå ÿâëÿ-þòñÿ ñõåìàìè;2) ñîåäèíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ñõåìû ïóòåì ïîäêëþ÷åíèÿíåêîòîðîãî ýëåìåíòà;3) ñîåäèíåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ñõåìû ïóòåì ðàçâåòâëåíèÿâûõîäà.Òåîðåìà 7.2. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ñîåäè-íåíèÿ âûÿñíÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ñõåìîé èëè íåò.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó dñâÿçåé ñîåäèíåíèÿ S. Ïðè d = 1 ñîåäèíåíèå S ëèáî íå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé,ëèáî ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé ñõåìîé.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ d = 1, 2, . . . t.Ïîêàæåì, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà è äëÿ d = t + 1. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ñî-åäèíåíèå, êîòîðîå èìååò t+1 ñâÿçü. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:1. S íå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîåäèíåíèé ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ñâÿçåé ïóòåìïðèìåíåíèÿ íè îäíîé èç îïåðàöèé 1)-3). Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìàòðè-âàåìîå ñîåäèíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé.2. S ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè íàä ñîåäèíåíèÿìè ñ ìåíüøèì÷èñëîì ñâÿçåé. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñå âàðèàíòû ðàç-ëîæåíèé. Ýòî âîçìîæíî ïîñêîëüêó âàðèàíòîâ ðàçëîæåíèÿ � êîíå÷íîå÷èñëî. Çàòåì âûÿñíÿåì äëÿ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ëè îíèñõåìàìè èëè íåò, ÷òî âîçìîæíî ñäåëàòü ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè.Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ðàçëîæåíèå, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñõå-ìàìè, òî, ââèäó ïðåäûäóùåé ëåììû, ñîåäèíåíèå S ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé. Åñëèæå â êàæäîì èç âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò íåáóäåò ñõåìîé, òî ñîåäèíåíèå S íå áóäåò ñõåìîé.Òåîðåìà äîêàçàíà. 90



Òåîðåìà 7.3. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîé ñèñòå-ìû áóëåâûõ óðàâíåíèé, ñòðîèò ìèíèìàëüíóþ ñõåìó Σ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:
z1 = f1(x1, x2, . . . , xn);

z2 = f2(x1, x2, . . . , xn);

. . .

zp = fp(x1, x2, . . . , xn).Íóæíî ïðîñìîòðåòü âñå âîçìîæíûå ñîåäèíåíèÿ ñ âõîäàìè x1, x2, . . . , xnè âûõîäàìè z1, z2, . . . , zp ó êîòîðûõ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàâíî h.Ïóñòü ñíà÷àëà h = 0. Òîãäà ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëîñîåäèíåíèé, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ýëåìåíòîâ âîîáùå. Ïðèìåíèâ àëãîðèòìðàñïîçíàâàíèÿ, âûÿñíÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ñîåäèíåíèå ñõåìîé. Åñëèýòî ñîåäèíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé, òî âûÿñíÿåì, ðåàëèçóåò ëè îíî äàííóþñèñòåìó óðàâíåíèé. â êîíå÷íîì èòîãå, òðåáóåìàÿ ñõåìà ëèáî íàéäåòñÿ (âýòîì ñëó÷àå îíà áóäåò ìèíèìàëüíîé), ëèáî ñðåäè ñõåì ñëîæíîñòè L(Σ) =
= 0 èñêîìîé ñõåìû íåò è ýòà ñõåìà èìååò ïîðÿäîê ñëîæíîñòè L(Σ) > 0.Ïóñòü òåïåðü h = 1. Ïîëó÷èì íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñîåäèíåíèé,êîòîðûå ñîäåðæàò îäèí ýëåìåíò. Ïîñòóïàÿ êàê è âûøå, ìû ëèáî íàéäåìòðåáóåìóþ ñõåìó, ëèáî ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ ñî-åäèíåíèé èñêîìîé ñõåìû ñíîâà íåò è ÷òî ïîðÿäîê ñëîæíîñòè ýòîé ñõåìû
L(Σ) > 1.Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ â óñëîâèè ñèñòåìà �óíêöèé ÿâëÿåòñÿïîëíîé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà ñõåì, òî ïðîèçâîäèìûé íàìè ïðî-öåññ ïðåðâåòñÿ è ìû â ðåçóëüòàòå ïîñòðîèì ìèíèìàëüíóþ ñõåìó.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðåäëîæåííûé â òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìå àëãîðèòì ïîñòðîå-íèÿ ìèíèìàëüíûõ ñõåì ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìîì ïîëíîãî ïåðåáîðà è ïîýòîìóÿâëÿåòñÿ íåïðàêòè÷íûì.�àññìîòðèì áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó. êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíå-íèé ñîäåðæèò îäíî óðàâíåíèå

z = f(x1, x2, . . . , xn),ò. å. èñêîìàÿ ñõåìà Σ èìååò îäèí âûõîä. Ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé, êî-òîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþ, åñòåñòâåííî îáîçíà÷èòü÷åðåç L(f). 91



Îïðåäåëåíèå 7.7. Ïóñòü LA(f) � ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ñõåì,êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà A. Ïóñòü
L(n) = maxf∈P (n)L(f); LA(n) = maxf∈P (n)LA(f).Ôóíêöèè L(n) è LA(n) íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè Øåííîíà.Î÷åâèäíî, ÷òî

LA(n) > L(n).Òåïåðü çàäà÷ó ñèíòåçà ìîæíî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòèòàêîé àëãîðèòì A, ñëîæíîñòü ñõåì êîòîðîãî áûëà áû êàê ìîæíî áëèæåê ñëîæíîñòè ñõåì, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáî-ðà è ÷òîáû òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A áûëà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åìòðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íåòðåáóåò íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ñõåìû, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êàêðàç è òðåáóåò ìàêñèìàëüíûõ óñèëèé.7.5. Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõýëåìåíòîâÏóñòü äàíà íåêîòîðàÿ áóëåâà �óíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn), êîòîðàÿ íåÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íåêîòîðîé ñõåìû èç�óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó �óíêöèþ.Àëãîðèòì À.1. �àññìîòðèì ðàçëîæåíèå �óíêöèè f(x1, x2, . . . , xn)â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìû:
f(x1, x2, . . . , xn) =

∨

(σ1,σ2,...,σn)
f(σ1,σ2,...,σn)=1

xσ1

1 xσ2

2 . . . xσn

n =

s
∨

i=1

Ki. (∗)Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçîáðàçèòü ñõåìó ΣK, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò êîíúþíê-öèþ K = xσ1

1 xσ2

2 , . . . , xσn
n , ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ýëåìåíò (ðèñ. 20). Òî-ãäà óêàçàííàÿ ñõåìà ìîæåò áûòü ëåãêî èçîáðàæåíà (ðèñ. 21).Ïîñêîëüêó áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ ñèìâîë êîíúþíêöèè, íà îäèí ìåíüøå÷åì áëîêîâ, èçîáðàæàþùèõ ââåäåííûé íàìè âñïîìîãàòåëüíûé ýëåìåíò,òî ïîëó÷àåì îöåíêó

L(ΣK) 6 n + (n − 1).Êðîìå òîãî, ñõåìà ΣK ñîäåðæèò ïîäñõåìó Σ′
K, êîòîðàÿ èìååò ñëîæíîñòü

n − 1.Ñîñòàâèì äëÿ êàæäîé èç êîíúþíêöèé Ki ðàçëîæåíèÿ (*) ñõåìó ΣKi

(i = 1, . . . , s). Òåïåðü "ñêëåèì"ïîëó÷åííûå ñõåìû ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñíà÷àëà íàëîæèì äðóã íà äðóãà âñå ïåðåìåííûå x1 èç êàæäîé ñõåìû92



åñëè ó = 0 åñëè ó = 1

Ðèñ. 20

Ðèñ. 21
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ΣKi
, çàòåì íàëîæèì äðóã íà äðóãà âñå ïåðåìåííûå x2 èç êàæäîé ñõåìûè òàê äàëåå, ïîêà âñå ïåðåìåííûå âïëîòü äî xn íå îêàæóòñÿ ñêëååííûìè.Òåïåðü òàêèì æå îáðàçîì íàëîæèì äðóã íà äðóãà îäèíàêîâûå âñïîìî-ãàòåëüíûå ýëåìåíòû äëÿ êàæäîé èç ñõåì. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî íà âûõîäåêàæäîãî èç âñïîìîãàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ îêàæåòñÿ ðàçâåòâëåíèå âûõîäîâ,ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ðàçâåòâëåíèå áóäåò ñîäåðæàòü ðîâíî s âûõîäîâ �ïî ÷èñëó ñõåì ΣKi

. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî "ñêëåèâàíèÿ", ìû ïîëó÷èì ñõåìó
Σ (ðèñ. 22).Ïîñêîëüêó âíóòðè êàæäîé èç ñõåì ΣKi

ñîäåðæèòñÿ, êàê óñòàíîâëåíîâûøå, íå áîëåå (n − 1) ýëåìåíòîâ, òî ïîëó÷àåì îöåíêó
L(Σ) 6 n + s(n − 1).Åñëè òåïåðü ïîäêëþ÷èòü ñõåìó Σ ê ñõåìå èç äèçúþíêòîðîâ, òî ìû ïîëó-÷èì ñõåìó äëÿ �óíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) (ðèñ. 23).Èòàê, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èëè îïèñàíèå ìåòîäà ñèíòåçà ïî ñî-âåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå. Ñîñòàâèì îêîí÷àòåëüíîîöåíêó ñëîæíîñòè ýòîãî àëãîðèòìà:

LA1
(f) 6 n + s(n − 1) + s − 1 < n + ns = n(s + 1).Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé, òî õîòÿ áû íà îäíîìíàáîðå ïåðåìåííûõ åå çíà÷åíèå ðàâíî 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñîâåðøåííîéäèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå ýòîé �óíêöèè áóäåò îòñóòñòâîâàòüõîòÿ áû îäíà ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ. Ïîýòîìó ñîâåðøåííàÿ äèçú-þíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ �îðìà áóäåò ñîäåðæàòü â ëþáîì ñëó÷àå íå áîëåå

2n − 1 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, s 6 2n − 1 è ïîýòîìó
LA1

(f) 6 n(s + 1) 6 n(2n − 1 + 1) = n2n.Êðîìå òîãî, ìîæíî òàê æå ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ �óíêöèè Øåííîíà:
LA1(n) 6 n2n.�àññìîòðåííûé íàìè àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ Ìåòîäîì ñèíòåçà, îñíî-âàííûì íà ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé �îðìå.Àëãîðèòì À.2. �àññìîòðèì òåïåðü äðóãîé ìåòîä ñèíòåçà ñõåìûèç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîèì âíà÷àëå âñå âîçìîæíûå ýëå-ìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ïåðåìåííûõ x1, x2, . . .

. . . , xn. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ñõåìó Σ, êîòîðàÿ è áóäåò ðåàëèçîâûâàòü âñåâîçìîæíûå êîíúþíêöèè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ñõåìû âîñïîëüçóåìñÿ èí-äóêòèâíûì ìåòîäîì, ò.å. ïîñòðîèì âíà÷àëå ñõåìó äëÿ ðåàëèçàöèè âñåõâîçìîæíûõ êîíúþíêöèé äëÿ 1 ïåðåìåííîé, çàòåì ñõåìó äëÿ ðåàëèçàöèè94



âñåõ âîçìîæíûõ êîíúþíêöèé äëÿ 2 ïåðåìåííûõ è íàêîíåö ïîêàæåì, êàêâ óêàçàííóþ ñõåìó, ïîñòðîåííóþ äëÿ n − 1 ïåðåìåííûõ, ââåñòè íîâûåýëåìåíòû, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñõåìó äëÿ n ýëåìåíòîâ (ðèñ. 24).

Ðèñ. 22Ñîñòàâèì îöåíêó äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà.
L(Σ1) = 1,

L(Σ2) = 1 + 1 + 4 = L(Σ1) + 1 + 22,

L(Σn) = L(Σn−1) + 1 + 2n,

L(Σn) = L(Σn−2 + 1 + 2n−1 + 1 + 2n,

L(Σn) = 22 + 24 + . . . 2n + n = 2 · 2n + n − 4.95



Ðèñ. 23Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ �óíêöèþ f(x1, x2, . . .
. . . , xn), íóæíî â ïîñòðîåííîì ìíîãîïîëþñíèêå Σn âûáðàòü òîëüêî òå âû-õîäû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ÷ëåíàì ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîð-ìàëüíîé �îðìû �óíêöèè, ò.å. êîíúþíêöèÿì K1, K2, . . . , Ks, ïîäêëþ÷èòüýòè âûõîäû ê ñõåìå, ñîñòîÿùåé èç äèçúþíêòîðîâ (ðèñ. 22), êîòîðàÿ îñó-ùåñòâëÿåò ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå è óäàëèòü ëèøíèå ýëåìåíòû. Äëÿ ýòîãîïîòðåáóåòñÿ åùå íå áîëåå

s 6 2n − 1äèçúþíêòîðîâ. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì äëÿ àëãîðèòìà À.2. ñëåäóþùèå îöåí-êè:
LA2

(f) 6 3 · 2n + n − 5è
LA2

(n) 6 3 · 2n + n − 5.Àëãîðèòì À.3. �àçëîæèì ðàññìàòðèâàåìóþ íàìè �óíêöèþ ñëåäó-þùèì îáðàçîì:
f(x1, x2, . . . , xn−1, xn) =

(xn ∧ f(x1, x2, . . . , xn−1, 1)) ∨ (xn ∧ f(x1, x2, . . . , xn−1, 0)).Ìîæíî ïðîäîëæèòü ýòî ðàçëîæåíèå:
f(x1, x2, . . . , xn−2, xn−1, xn) =

(xn∧xn−1∧f(x1, x2, . . . , xn−2, 1, 1))∨(xn∧xn−1∧f(x1, x2, . . . , xn−2, 0, 1))∨96



Ðèñ. 24

97



(xn ∧xn−1∧f(x1, x2, . . . , xn−2, 1, 0))∨ (xn ∧xn−1∧f(x1, x2, . . . , xn−2, 0, 0)).Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç n øàãîâ ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå íàøåé �óíêöèèïî âñåì ïåðåìåííûì. Òåïåðü ïîñòàâèì öåëü ïîñòðîèòü ñõåìó, äâèãàÿñü âîáðàòíîì íàïðàâëåíèè.Îáîçíà÷èì
f ′ = f(x1, x2, . . . , xn−1, 1)è
f ′′ = f(x1, x2, . . . , xn−1, 0).Òîãäà ïîëó÷åííîå âûøå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü áîëåå êîìïàêò-íî:

f(x1, x2, . . . , xn−1, xn) = (xn ∧ f ′) ∨ (xn ∧ f ′′). (∗)Ïóñòü ðàññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò îäíîé ïåðå-ìåííîé. Òîãäà âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ: f(x) = x, ò.å. �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿòîæäåñòâåííîé �óíêöèåé (ðèñ. 25) è f(x) = x, ò.å. �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿîòðèöàíèåì (ðèñ. 26). Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî f ′ = f(1) è f ′′ = f(0)Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ñõåìó ââåñòè êîíñòàíòû 1 è 0, âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìà-ìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 27. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ�óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî
f(x1) = (x1 ∧ f ′) ∨ (x1 ∧ f ′′)èëè

f(x1) = (x1 ∧ f(1)) ∨ (x1 ∧ f(0)).Ïóñòü, íàïðèìåð, íàøà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíèåì. Òîãäà ïîñëåäíååðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå
f(x1) = (x1 ∧ 0) ∨ (x1 ∧ 1).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû, ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ,ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì èíäóêöèè. Îñíîâàíèåì èíäóêöèè áóäåìñ÷èòàòü ñõåìû, ïîñòðîåííûå íà ðèñ. 25-27. Ïîñêîëüêó �óíêöèè f ′ è f”ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ íà åäèíèöó ìåíüøåãî, ÷åì�óíêöèÿ f , òî èíäóêòèâíûì ïåðåõîäîì ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðåõîä îò �óíê-öèé f ′ è f ′′ ê �óíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñõåìó, ïðåäñòàâ-ëåííóþ íà ðèñ. 28Ïîëó÷åííàÿ ñõåìà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãîðèòì A3. Ïðîâåäåìîöåíêè ýòîãî àëãîðèòìà:

LA3
(1) = 2;

LA3
(n) 6 2LA3

(n − 1) + 4.98



Ðèñ. 25 Ðèñ. 26

Ðèñ. 27

Ðèñ. 2899



Åñëè òåïåðü ó÷åñòü âñå äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòüâñòàâëåíû (ñì. îïèñàíèå àëãîðèòìîâ À.1 è À.2)
s 6 2n − 1,òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

LA3
(n) 6 3 · 2n − 4.Âîçìîæíî ïîëó÷åíèå åùå áîëåå ëó÷øåé îöåíêè, åñëè èìååòñÿ èí�îð-ìàöèÿ î ðåàëèçàöèè �óíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, ÷òî
LA3

(2) 6 5.Òîãäà äëÿ ñõåìû, ðåàëèçóþùåé �óíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåìîöåíêó:
LA3

(n) 6 2, 25 · 2n − 4.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûå íàìè àëãîðèòìû A1, A2, A3 äàþò âñåáîëåå ëó÷øèå îöåíêè �óíêöèé Øåííîíà è, ïîýòîìó, âñå áîëåå êîìïàêò-íûå ñõåìû äëÿ ðåàëèçàöèè �óíêöèé.7.6. Ìåòîä ØåííîíàÄëÿ òîãî, ÷òîáû ñóäèòü î òðóäîåìêîñòè òîãî èëè èíîãî àëãîðèòìà,íóæíî çíàòü, íàñêîëüêî îöåíêà LA(n) îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè L(n). Ñðàâ-íåíèå óêàçàííûõ âåëè÷èí îáû÷íûì ñïîñîáîì îêàçûâàåòñÿ òðóäíîé çàäà-÷åé, ïîñêîëüêó èõ âû÷èñëåíèå êðàéíå ñëîæíî, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíåâîçìîæíî. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òàê íàçûâàå-ìûé àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà áûëî óñòàíîâëå-íî, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåòîä ñèíòåçà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê �óíêöèè Øåííî-íà, ïî ïîðÿäêó ñîâïàäàþùåé ñ íèæíåé îöåíêîé. Ýòîò ìåòîä áûë ñîçäàíÊ.Øåííîíîì.Îïðåäåëåíèå 7.8. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèéêîíúþíêöèè íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòîðîì.Îïðåäåëåíèå 7.9. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèéäèçúþíêöèè íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòîðîì.Îïðåäåëåíèå 7.10. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò, ñîîòâåòñòâóþùèéîòðèöàíèþ íàçûâàåòñÿ èíâåíòîðîì.Ïóñòü f1(x1, x2, , . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fs(x1, x2, . . . , xn) � òà-êîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ �óíêöèé, ÷òî ïðè i 6= j âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ fi 6≡
≡ fj. 100



Îïðåäåëåíèå 7.11. Ìíîãîïîëþñíèê èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-òîâ, èìåþùèé n âõîäîâ è s âûõîäîâ íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ äàí-íîãî ìíîæåñòâà �óíêöèé, åñëè äëÿ êàæäîãî i (1 6 i 6 s) â ìíîãîïî-ëþñíèêå íàéäåòñÿ âûõîä τ(i) òàêîé, ÷òî íà íåì ðåàëèçóåòñÿ �óíêöèÿ
fi(x1, x2, . . . , xn).Ïðèìåðîì óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïîëþñíèêà äëÿ ìíîæåñòâàK1, K2, . . .
. . . , Ks ÿâëÿåòñÿ ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ íà ðèñ. 22.Òåîðåìà 7.4. Äëÿ ëþáîãî n ìîæíî ïîñòðîèòü óíèâåðñàëüíûéìíîãîïîëþñíèê Un äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n ïåðå-ìåííûõ x1, x2, . . . , xn è ïðè ýòîì

L(Un) 6 2 · 22n

.

Ðèñ.29Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ìíîãîïîëþñíèê Un èíäóêòèâíûì ñïî-ñîáîì. Îñíîâàíèåì èíäóêöèè ìîæåò ñëóæèòü ìíîãîïîëþñíèê, èçîáðà-æåííûé íà ðèñ. 29, êîòîðûé ðåàëèçóåò �óíêöèþ îò 1 ïåðåìåííîé. Äëÿýòîãî ìíîãîïîëþñíèêà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:
L(U1) = 3 < 2 · 221

.Ñîâåðøèì òåïåðü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óíèâåðñàëü-íûé ìíîãîïîëþñíèê Un−1 äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿ-101



ùèõ îò n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn−1 óæå ïîñòðîåí è ïðè ýòîì
L(Un−1) 6 2 · 221

.�àññìîòðèì ðàçëîæåíèå
f(x1, x2, . . . , xn−1) =

(xn ∧ f(x1, x2, . . . , xn−1, 1)) ∨ (x ∧ f(x1, x2, . . . , xn−1, 0)) =

(xn ∧ f ′) ∨ (xn f ′′),ãäå, êàê è âûøå,
f ′ = f(x1, x2, . . . , xn−1, 1)è
f ′′ = f(x1, x2, . . . , xn−1, 0).Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ðàçî-áüåì íà òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà.1. f ′ ≡ f ′′ ≡ 0. Ýòîò êëàññ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó �óíêöèþ f ≡ 0.2. �îâíî îäíà èç �óíêöèé f ′ èëè f ′′ òîæäåñòâåííî ðàâíà 0. Â ýòîìêëàññå ñîäåðæàòñÿ �óíêöèè f âèäà

f = xn ∧ f ′,ãäå
f ′ 6≡ 0èëè

f = xn ∧ f ′′,ãäå
f ′′ 6≡ 0.×èñëî òàêèõ �óíêöèé áóäåò ðàâíî 2 ·(22n−1 −1). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñ-ëî âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé îò n−1 ïåðåìåííûõ ðàâíî 22n−1. Èç ýòîãî ÷èñëàíóæíî âû÷åñòü 1, ïîñêîëüêó òîëüêî îäíà �óíêöèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíàíóëþ è óìíîæèòü ïîëó÷åííîå ÷èñëî íà 2, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f ′ ñîñòà-âëÿåò êîíúþíêöèþ ñ ïåðåìåííîé xn, à �óíêöèÿ f ′′ � ñ åå îòðèöàíèåìè ïîýòîìó ìíîæåñòâà ýòèõ êîíúþíêöèé íå ìîãóò ñîäåðæàòü îäèíàêîâûõýëåìåíòîâ.3. Âñå îñòàëüíûå �óíêöèè, ò.å. �óíêöèè ó êîòîðûõ
f ′ 6≡ 0è
f ′′ 6≡ 0.102



Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ òàêèõ �óíêöèé âû÷èñëèòü íåòðóäíî. ïîñêîëüêóýòî òå �óíêöèè, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ïåðâûì äâóì êëàññàì:
22n − 2 · (22n−1 − 1) − 1.�àññìîòðèì òåïåðü ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 30. Íà íåé èçîáðàæåíìíîãîïîëþñíèê Un. Çäåñü âûõîäû ìíîãîïîëþñíèêà Un−1 çàíóìåðîâàíû÷èñëàìè 1, 2, . . . , 22n−1, ïðè÷åì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íà âûõîäå 1 ðåàëèçóåòñÿêîíñòàíòà 0. Âûõîäû ìíîãîïîëþñíèêà ðàçáèòû íà òðè êëàññà â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà âñåõ áóëåâûõ �óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïå-ðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn. Äàííûé ìíîãîïîëþñíèê ñîäåðæèò:1) ïîäñõåìó Un−1;2) êðîìå óêàçàííîé ïîäñõåìû:à) îäèí èíâåíòîð;á) 2(22n−1 − 1) êîíúþíêòîðîâ;â) 22n − 2(22n−1 − 1) − 1 äèçúþíêòîðîâ.Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ñëåäóþùóþ îöåíêó

L(Un) = L(Un−1) + 1 + 2 · (22n−1 − 1) + 22n − 2 · (22n−1 − 1) − 1 =

L(Un−1) + 22n

6 2 · 22n−1

+ 22n

6 2 · 22n

.Òåîðåìà äîêàçàíà. 7.7. Ñèíòåç ñóììàòîðàÎáùàÿ òåîðèÿ ñèíòåçà ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèâîäèòê âàæíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî áîëüøèíñòâî áóëåâûõ �óíêöèé (ïðè n →
→ ∞ ) èìååò ñëîæíûå ìèíèìàëüíûå ñõåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðàêòè÷å-ñêóþ öåííîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ñèíòåçà ïðåäñòàâëÿåò âåñüìà óçêèé êëàññáóëåâûõ �óíêöèé. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ óíèâåðñàëüíûìè ìåòîäàìè ñèíòå-çà (ìåòîäàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ëþáóþ�óíêöèþ). íåîáõîäèìî èìåòü ìåòîäû ñèíòåçà, ïðèñïîñîáëåííûå ê îò-äåëüíûì êëàññàì áóëåâûõ �óíêöèé, ïîëíåå ó÷èòûâàþùèå ñâîéñòâà îò-äåëüíûõ �óíêöèé.Îäíîé èç ñõåì èç �óíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ïî-ñòðîåíèÿ îòäåëüíîãî êëàññà áóëåâûõ �óíêöèé, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîïîëþñíèê,ðåàëèçóþùèé ñëîæåíèå äâóõ ÷èñåë, çàäàííûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-ëåíèÿ.Ïóñòü äàíû äâà ÷èñëà, çàäàííûõ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ:

x = xnxn−1 . . . x1103



Ðèñ.30104



y = ynyn−1 . . . y1.�àññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíûé àëãîðèòì ñëîæåíèÿ ÷èñåë x è y "ñòîëáè-êîì":
qn+1 qn . . . q1

+ xn . . . x1

yn . . . y1

zn+1 zn . . . z1Çäåñü ÷èñëàqn+1, qn . . . , q1 îáîçíà÷àþò ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïåðå-íîñîâ èç ïðåäûäóùèõ ðàçðÿäîâ (q1 = 0). Î÷åâèäíî, ÷òî
zi = xi + yi + qi(mod2),

qi+1 = (xi ∧ yi) ∨ (xi ∧ qi) ∨ (yi ∧ qi).Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì
xi + yi + qi =

(xi ∧ yi) ∨ (xi ∧ qi) ∨ (yi ∧ qi)

∧(xi ∨ yi ∨ qi) ∨ (xi ∧ yi ∧ qi),òî ëåãêî ïîëó÷èòü ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèåâåëè÷èí xi, yi, qi â âåëè÷èíû zi, qn+1 (ñì. ðèñ. 31).Îáîçíà÷èì òîëüêî ÷òî ïîñòðîåííóþ ñõåìó ÷åðåç Bi (1 < i 6 n).Òîãäà èñêîìàÿ íàìè ñõåìà Σn, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàòîð äëÿäâóõ n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãîñîåäèíåíèÿ áëîêîâ Bi (ñì. ðèñ. 32). Â ýòîé ñõåìå zn+1 = qn+1 è áëîê B1îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå
z1 = x1 + y1 = x1 ∧ y1 ∧ (x1 ∨ y1),

q2 = x1 ∧ y1.Î÷åâèäíî, ÷òî
L(B1) = 4è

L(Bi) = 9 (1 < i 6 n).Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:
L(Σn) 6 9 · (n − 1) + 4 = 9n − 5 < 9n.105



Ðèñ. 31

106



Ðèñ. 32.
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