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Òåìà 1. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû�1. Ìíîæåñòâà ñ àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè1 Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò ê îñíîâíûì ïîíÿòèÿì ñîâðå-ìåííîé ìàòåìàòèêè. Áóäåì ïîíèìàòü ïîä ìíîæåñòâîì ëþáóþ ñîâîêóï-íîñòü îáúåêòîâ. Ýòè îáúåêòû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàìè äàííîãî ìíî-æåñòâà. Åñëè a åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, òî ïèøóò a 2 A (a ïðè-íàäëåæèò ìíîæåñòâó A). Çàïèñü a =2 A îçíà÷àåò, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A (a íå ïðèíàäëåæèò A).Äëÿ íåêîòîðûõ âàæíûõ ìíîæåñòâ ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷å-íèÿ: N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë,Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.Åñëè ìíîæåñòâî A âûäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ñâîéñòâîìP , ïðèñóùèìòîëüêî ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A, òî ìíîæåñòâî A óäîáíî çàïèñûâàòü ââèäå A = fa j a óäîâëåòâîðÿåò Pg:Òàê, åñëè A � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 6, òî A = fa j a == 6k; ãäå k 2 Zg.Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ìîæåò áûòüçàäàíî ïåðå÷èñëåíèåì ýëåìåíòîâ: A = fa1; a2; : : : ; akg. Åñëè A � êîíå÷-íîå ìíîæåñòâî, òî ÷åðåç jAj áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòîâ ìíî-æåñòâà A.2 Ïóñòîå ìíîæåñòâî ? � ýòî ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íèîäíîãî ýëåìåíòà. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò ìíî-æåñòâó B, òî ãîâîðÿò, ÷òî A åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B èëè Añîäåðæèòñÿ â B è ïèøóò A � B. Äâà ìíîæåñòâà A è B ðàâíû, åñëèA � B è B � A, ò.å. ó íèõ îäíè è òå æå ýëåìåíòû.Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A�� B ýòèõ ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a; b), ãäåa 2 A, b 2 B, ò.å. A� B = f(a; b) j a 2 A; b 2 Bg:Ýëåìåíòû (a1; b1), (a2; b2) 2 A � B íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè (ïèøóò:(a1; b1) = (a2; b2)), åñëè a1 = a2, b1 = b2. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå A �5



� A íàçûâàþò äåêàðòîâûì êâàäðàòîì ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷àþò A2.3 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîéîïåðàöèåé íà A íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f : A2 ! A, êî-òîðîå ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå (a; b) 2 A2 ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíî-çíà÷íî îïðåäåëåííûé ýëåìåíò 
 = f((a; b)) èç ìíîæåñòâà A. Áèíàðíóþîïåðàöèþ íà A ÷àñòî îáîçíà÷àþò êàêèì-ëèáî ñïåöèàëüíûì ñèìâîëîì: �,Æ, �, + è âìåñòî f((a; b)) = 
 ïèøóò a � b = 
 èëè a Æ b = 
, èëè a � b = 
,èëè a+ b = 
. Îïåðàöèþ � íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì, à + ñóììîé. Àëãåá-ðàè÷åñêîé ñèñòåìîé (A; �) áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî A ñ çàäàííîé íàíåì áèíàðíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé �.4 Áèíàðíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ � íà ìíîæåñòâå A íàçûâà-åòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè (a � b) � 
 = a � (b � 
) äëÿ âñåõ a, b, 
 2 A.Åñëè æå äëÿ ëþáûõ a, b 2 A èìååò ìåñòî a � b = b � a, òî îïåðàöèÿ� íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé. Òàêèå æå íàçâàíèÿ ïðèñâàèâàþòñÿ ñîîò-âåòñòâóþùåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå (A; �). Òàê, (N ;+), (N ; �), (Z;+),(Z; �) � àññîöèàòèâíûå è êîììóòàòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.5 Ýëåìåíò n 2 A íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíûì â àëãåáðàè÷åñêîé ñè-ñòåìå (A; �), åñëè n � a = a � n = a äëÿ âñåõ a 2 A. Â àëãåáðàè÷åñêîéñèñòåìå (A; �) íå ìîæåò áûòü áîëåå îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðèóìíîæåíèè íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì, à ïðè ñëîæå-íèè � íóëåâûì ýëåìåíòîì, è îáîçíà÷àåòñÿ 1 èëè 0, ñîîòâåòñòâåííî.Àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé.Ïîëóãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ ìîíîèäîì. Ìîíîèä(A; �; 1) íàçûâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûì ìîíîèäîì, à ìîíîèä (A;+; 0)� àääèòèâíûì.6 Ýëåìåíò a ìîíîèäà (A; �; n) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ýëå-ìåíòó b 2 A, åñëè a � b = b � a = n. Â ìîíîèäå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ñèììåòðè÷íîãî ýëåìåíòà. Â ìóëüòèïëèêàòèâ-íîì ìîíîèäå ýëåìåíò, ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíòó a, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûìè îáîçíà÷àåòñÿ a�1; ýëåìåíò a â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì.Â àääèòèâíîì ìîíîèäå ýëåìåíò, ñèììåòðè÷íûé ýëåìåíòó a, íàçûâàåòñÿïðîòèâîïîëîæíûì è îáîçíà÷àåòñÿ �a.�2. �ðóïïû1 Îïðåäåëåíèå 2.1. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé àëãåáðà-è÷åñêîé îïåðàöèåé � íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:6



1) îïåðàöèÿ � àññîöèàòèâíà;2) â (G; �) ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò;3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà G ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûéýëåìåíò.Åñëè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (G; �) � ãðóïïà, òî � íàçûâàåòñÿãðóïïîâîé îïåðàöèåé. Â ñëó÷àå êîììóòàòèâíîñòè ãðóïïîâîé îïåðàöèèãðóïïó íàçûâàþò àáåëåâîé. �ðóïïà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íà-çûâàåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé. ×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîé ãðóïïû G íàçû-âàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ jGj.2 Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ è àääèòèâíàÿãðóïïû.Îïðåäåëåíèå 2.2. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé àëãåáðàè-÷åñêîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé,åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. a � (b � 
) = (a � b) � 
 äëÿëþáûõ a, b, 
 2 G;2) â (G; �) ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò 1, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òîa � 1 = 1 � a = a äëÿ âñåõ a 2 G;3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a 2 G ñóùåñòâóåò â G îáðàòíûé ýëåìåíòa�1, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òî a � a�1 = a�1 � a = 1.Òàê, Q# è R# � ìóëüòèïëèêàòèâíûå àáåëåâû ãðóïïû (Q# = Q nn f0g, R# = R n f0g).Îïðåäåëåíèå 2.3. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ áèíàðíîé àëãåáðàè-÷åñêîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé, åñëè âû-ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ àññîöèàòèâíà, ò.å. a + (b + 
) = (a + b) + 
äëÿ ëþáûõ a, b, 
 2 G;2) â (G;+) ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òîa+ 0 = 0 + a = a äëÿ âñåõ a 2 G;3) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a 2 G ñóùåñòâóåò â G ïðîòèâîïîëîæíûéýëåìåíò �a, ò.å. òàêîé ýëåìåíò, ÷òî a+ (�a) = (�a) + a = 0.Òàê, Z, Q , R � àääèòèâíûå àáåëåâû ãðóïïû.3 Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû G íàçûâàåòñÿïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè ìíîæåñòâî H ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëü-íî ãðóïïîâîé îïåðàöèè â G. Åñëè H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G, òî ïèøóòH 6 G.Íàïðèìåð, Q# 6 R# ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ; Z 6 Q 66 R ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ. 7



�3. Êîëüöà è èõ ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà1 Îïðåäåëåíèå 3.1. Êîëüöîì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâîK ñ äâóìÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-æåíèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) (K;+) � àáåëåâà ãðóïïà;2) (K; �) � ïîëóãðóïïà;3) îïåðàöèè ñâÿçàíû çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè (a+ b) � 
 = a � 
++ b � 
 è 
 � (a+ b) = 
 � a+ 
 � b äëÿ âñåõ a, b, 
 2 K.Ñèñòåìà (K;+) íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé ãðóïïîé êîëüöà, (K; �) �ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïîé êîëüöà. Åñëè (K; �) � ìîíîèä, òî ãî-âîðÿò, ÷òî K � êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Åñëè (K; �) � êîììóòàòèâíàÿ ïî-ëóãðóïïà, òî K íàçûâàþò êîììóòàòèâíûì êîëüöîì. Òàê, Z, Q , R �êîììóòàòèâíûå êîëüöà ñ åäèíèöåé.2 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà êîëüöà K.1. Ïóñòü x1; x2; : : : ; xn 2 K, n 2 N . �åçóëüòàò ñëîæåíèÿ (óìíîæå-íèÿ) ýëåìåíòîâ x1; x2; : : : ; xn íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê, óêàçûâà-þùèõ ïîðÿäîê äåéñòâèé.Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x1 + x2 ++ : : :+ xn = nPi=1xi; x1 � x2 � : : : � xn = nQi=1xi.2. Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü x 2 K. Ïðîèçâåäåíèå x � x � : : : � x| {z }n ,ãäå n 2 N , îáîçíà÷àþò xn è íàçûâàþò ñòåïåíüþ ýëåìåíòà x. Ñóììóx+ x+ : : :+ x| {z }n îáîçíà÷àþò nx è íàçûâàþò êðàòíûì ýëåìåíòà x.Äëÿ ëþáûõ m, n 2 N , x 2 K ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: xm � xn == xm+n; (xm)n = xmn; mx+ nx = (m+ n)x; m(nx) = (mn)x.3. Ïóñòü x, y 2 K, n 2 N . Òîãäà n(x+ y) = nx+ ny, à åñëè êîëüöîK êîììóòàòèâíî, òî (x � y)n = xn � yn.4. Äëÿ ëþáîãî x 2 K âåðíû ðàâåíñòâà x � 0 = 0 � x = 0.5. Äëÿ ýëåìåíòîâ êîëüöà âåðíî ðàâåíñòâînXi=1 mXj=1 xixj = mXj=1 nXi=1 xixj:8



�4. Ïîëå è åãî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà1 Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ íåïóñòîå ìíîæåñòâî P ñäâóìÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ,êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) (P;+) � àáåëåâà ãðóïïà;2) (P#; �) � àáåëåâà ãðóïïà;3) îïåðàöèè ñâÿçàíû çàêîíîì äèñòðèáóòèâíîñòè: (a+b)�
 = a�
+b�
äëÿ âñåõ a, b, 
 2 P .Òàê, Q è R � ïîëÿ. Ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî P = f0; 1g ñ îïå-ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, çàäàííûìè ñëåäóþùèìè òàáëèöàìè,êîòîðûå çàïîëíÿþòñÿ ïî ïðàâèëó ! +(�) #=! #�+ 0 10 0 11 1 0 � 0 10 0 01 0 12 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîëÿ.1. Ïîëå ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê 1 6= 0.2. Âñÿêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ïîýòîìó âñå ñâîéñòâà êîëåö ñïðà-âåäëèâû è äëÿ ïîëåé.3. Îïðåäåëåíèå 4.2. Åñëè x è y � íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà K,íî ïðîèçâåäåíèå x � y = 0, òî ýëåìåíòû x è y íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìèíóëÿ.Ëåììà 1. Â ïîëå íåò äåëèòåëåé íóëÿ.3 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëå P èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó,åñëè âñå êðàòíûå åäèíèöû îòëè÷íû îò íóëÿ, ò.å. m1 = 1 + : : :+ 1| {z }m 6= 0äëÿ âñåõ m 2 N .Òàê, ïîëÿ Q è R ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè.Åñëè â ïîëå P ñóùåñòâóþò êðàòíûå åäèíèöû, îòëè÷íûå îò íóëÿ,òî P íàçûâàåòñÿ ïîëåì ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Íàèìåíüøååíàòóðàëüíîå ÷èñëî n ñî ñâîéñòâîì n1 = 0 íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîéïîëÿ P .Ëåììà 2. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.Òàê, ïîëå P = f0; 1g, ðàññìîòðåííîå âûøå, èìååò õàðàêòåðèñòè-êó 2. 9



Òåìà 2. Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë�1. Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì1 Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü a, b 2 Z. �îâîðÿò, ÷òî b äåëèò a(ïèøóò b j a) èëè ÷òî a äåëèòñÿ íà b (ïèøóò a ...b), åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå÷èñëî 
 òàêîå, ÷òî a = b � 
. Â ýòîì ñëó÷àå b íàçûâàþò äåëèòåëåì ÷èñëàa, ÷èñëî a � êðàòíûì ÷èñëà b.Èç îïðåäåëåíèÿ äåëèìîñòè öåëûõ ÷èñåë ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî íóëü äå-ëèòñÿ íà ëþáîå öåëîå ÷èñëî, â òîì ÷èñëå è íà íóëü. Îäíàêî, íè îäíî öåëîå÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, íà íóëü íå äåëèòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå öåëîå÷èñëî a äåëèòñÿ íà a, �a, 1, �1. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò íåñîáñòâåííûìè(èëè òðèâèàëüíûìè) äåëèòåëÿìè ÷èñëà a. Îñòàëüíûå äåëèòåëè ÷èñëà a,åñëè îíè åñòü, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè (èëè íåòðèâèàëüíûìè).Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b è 
 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:1) åñëè a j b è b j 
, òî a j 
;2) åñëè a j b, òî a j b
;3) åñëè a j b è a j 
, òî a j (b � k + 
 �m) äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë kè m; 4) åñëè a j b è b 6= 0, òî jaj 6 jbj.2 Òåîðåìà 1 (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Ïóñòü a, b 2 Z è b 6= 0.Ñóùåñòâóþò è ïðèòîì åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà q è r òàêèå, ÷òîa = bq + r, ãäå 0 6 r < jbj. ×èñëî q íàçûâàþò íåïîëíûì ÷àñòíûì, à r� îñòàòêîì ïðè äåëåíèè a íà b.�2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Àëãîðèòì Åâêëèäà1 Ïóñòü a1; a2; : : : ; ak � öåëûå ÷èñëà, íå âñå ðàâíûå íóëþ. Âñÿêîåöåëîå ÷èñëî d, êîòîðîå äåëèò êàæäîå èç ÷èñåë a1; a2; : : : ; ak, íàçûâàåòñÿèõ îáùèì äåëèòåëåì. Òàê êàê íå âñå ÷èñëà a1; a2; : : : ; ak ðàâíû íóëþ,òî îíè èìåþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îáùèõ äåëèòåëåé. Íàèáîëüøèé ñðå-äè îáùèõ äåëèòåëåé íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåëa1; a2; : : : ; ak è îáîçíà÷àåòñÿ ÍÎÄ(a1; a2; : : : ; ak).Åñëè d2 = ÍÎÄ(a1; a2), d3 = ÍÎÄ(d2; a3),. . . , dk = ÍÎÄ(dk�1; ak),òî ÍÎÄ(a1; a2; : : : ; ak) = dk. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÍÎÄíåñêîëüêèõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ ÷èñåë.10



2 Èç îïðåäåëåíèÿ ÍÎÄ î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) ÍÎÄ(0; 0) íå ñóùåñòâóåò;2) ÍÎÄ(0; a) = jaj, åñëè a 6= 0;3) ÍÎÄ(a; b) = ÍÎÄ(jaj; jbj);4) åñëè b j a, òî ÍÎÄ(a; b) = jbj.Ñâîéñòâî 3) ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ÍÎÄ(a; b) ðàññìàòðèâàòüòîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a è b.Ëåììà 1. Åñëè a = bq + 
 äëÿ öåëûõ ÷èñåë a, b, q, 
 è d == ÍÎÄ(a; b), òî ÍÎÄ(b; 
) = d.3 Ïóñòü a > b � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïî òåîðåìå î äåëå-íèè ñ îñòàòêîì ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà q è r òàêèå, ÷òî a = bq + r, ãäå0 6 r < b. Ïî ëåììå 1 ÍÎÄ(a; b) = ÍÎÄ(b; r). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íà-õîæäåíèÿ ÍÎÄ (a; b) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ ìåíüøèõ ÷èñåëb è r. Ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ëåæèò â îñíîâå îáùåãî ìåòîäà îòûñêàíèÿÍÎÄ äâóõ ÷èñåë, ïðåäëîæåííîãî Åâêëèäîì è íàçâàííîãî â åãî ÷åñòü àë-ãîðèòìîì Åâêëèäà.Ïóñòü a > b � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è b íå äåëèò a. Ïðèìå-íÿÿ òåîðåìó î äåëåíèè ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì ðÿä ðàâåíñòâa = bq1 + r1;b = r1q2 + r2;r1 = r2q3 + r3;: : : : : : : : : : : : : : : : : :rn�2 = rn�1qn + rn;rn�1 = rnqn+1; (�)
ãäå b > r1 > r2 > : : : > rn�1 > rn > 0: (��)Öåïî÷êà ðàâåíñòâ (�) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è b.Ââèäó íåðàâåíñòâ (��) àëãîðèòì Åâêëèäà (�) îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ.4 Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ äâóõ öåëûõ÷èñåë.Òåîðåìà 1. Ïóñòü a > b � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è b íåäåëèò a. Òîãäà ÍÎÄ(a; b) ðàâåí ïîñëåäíåìó íåíóëåâîìó îñòàòêó â àë-ãîðèòìå Åâêëèäà.Ïðèâåäåì âàæíîå ñâîéñòâ ÍÎÄ öåëûõ ÷èñåë.Òåîðåìà 2 (î ëèíåéíîì âûðàæåíèè ÍÎÄ ÷åðåç èñõîäíûå÷èñëà). Ïóñòü a > b � ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ñóùåñòâóþòöåëûå ÷èñëà k è m òàêèå, ÷òî ÍÎÄ(a; b) = a � k + b �m. 11



Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà è d = ÍÎÄ(a; b). Åñëèt � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, òî t j d.�3. Âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà1 Äâà öåëûõ ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ íàè-áîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè d = ÍÎÄ(a; b), òî ÷èñëà ad è bd âçàèìíî ïðîñòû.Êðèòåðèé âçàèìíîé ïðîñòîòû äâóõ öåëûõ ÷èñåë äàåò ñëåäóþùàÿËåììà 1. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà k è m òàêèå, ÷òî ak + bm = 1.2 Ñâîéñòâà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.Ëåììà 2. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) åñëè öåëûå ÷èñëà a1 è a2 âçàèìíî ïðîñòû ñ öåëûì ÷èñëîì b, òîèõ ïðîèçâåäåíèå a1a2 òàêæå âçàèìíî ïðîñòî ñ b;2) åñëè ïðîèçâåäåíèå äâóõ öåëûõ ÷èñåë a è b äåëèòñÿ íà öåëîå÷èñëî 
 è ÷èñëà b è 
 âçàèìíî ïðîñòû, òî a äåëèòñÿ íà 
;3) åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà b1 è b2,òî a äåëèòñÿ è íà èõ ïðîèçâåäåíèå b1b2;4) åñëè êàæäîå èç öåëûõ ÷èñåë a1; a2; : : : ; ak âçàèìíî ïðîñòî ñ ÷èñ-ëîì b, òî ïðîèçâåäåíèå a1a2 : : : ak âçàèìíî ïðîñòî ñ ÷èñëîì b;5) åñëè êàæäîå èç öåëûõ ÷èñåë a1; : : : ; ak âçàèìíî ïðîñòî ñ êàæ-äûì èç ÷èñåë b1; b2; : : : ; bm, òî èõ ïðîèçâåäåíèÿ a1a2 : : : ak è b1b2 : : : bmâçàèìíî ïðîñòû;6) åñëè öåëûå ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî äëÿ ëþáûõ íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë k è n ÷èñëà ak è bn âçàèìíî ïðîñòû.�4. Ïðîñòûå ÷èñëà è èõ ñâîéñòâà1 Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì,åñëè îíî íå èìååò äðóãèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé êðîìå ñåáÿ è åäèíèöû.Òàê, 2, 3, 5, 7, 11 � ïðîñòûå ÷èñëà. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò1 è ïðîñòûõ ÷èñåë, íàçûâàþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷èñëàìè. Ñîñòàâíîå ÷èñëîâñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,îòëè÷íûõ îò 1.2 Ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:12



1) âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, äåëèòñÿ ïî êðàéíåéìåðå íà îäíî ïðîñòîå ÷èñëî;2) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî;3) åñëè öåëîå ÷èñëî n íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî n è pâçàèìíî ïðîñòû;4) åñëè p1 è p2 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî îíè âçàèìíî ïðî-ñòû; 5) åñëè ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íàïðîñòîå ÷èñëî p, òî õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòåëåé äåëèòñÿ íà p.�5. Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðè�ìåòèêè1 Òåîðåìà 1. Âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, ëèáî ÿâëÿ-åòñÿ ïðîñòûì, ëèáî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿïðîñòûõ ÷èñåë è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.2 Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àðè�ìåòèêè âñÿêîå íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëîa 6= �1 ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå a = �p1 : : : pn,ãäå n 2 N , p1 6 : : : 6 pn. Ïðîñòûå ÷èñëà â òàêîì ðàçëîæåíèè ìîãóòïîâòîðÿòüñÿ. Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî p1 âñòðå÷àåòñÿ �1 ðàç,. . . , pk � �k ðàç,ãäå p1; : : : ; pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, k 2 N . �àçëîæåíèå ÷èñëà a ââèäå a = �p�11 : : : p�kk ;ãäå k 2 N , p1 < : : : < pk � ïðîñòûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèìðàçëîæåíèåì öåëîãî ÷èñëà a.�6. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå öåëûõ ÷èñåë è åãîñâîéñòâà1 Ïóñòü a1; a2; : : : ; ak � öåëûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ. Âñÿ-êîå öåëîå ÷èñëî, êðàòíîå êàæäîìó ai, i = 1; : : : ; k, íàçûâàåòñÿ èõ îá-ùèì êðàòíûì. Íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå èç îáùèõ êðàòíûõ ÷èñåëa1; a2; : : : ; ak íàçûâàåòñÿ èõ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì è îáîçíà÷àåò-ñÿ ÍÎÊ(a1; a2; : : : ; ak).Åñëè m2 = ÍÎÊ(a1; a2);m3 = ÍÎÊ(m2; a3); : : : ;mk == ÍÎÊ(mk�1; ak), òî ÍÎÊ(a1; : : : ; ak) = mk. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íà-õîæäåíèÿ ÍÎÊ íåñêîëüêèõ öåëûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷åíàõîæäåíèÿ ÍÎÊ äâóõ öåëûõ ÷èñåë. 13



2 Èç îïðåäåëåíèÿ ÍÎÊ î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:1) ÍÎÊ(a1; a2) íå îïðåäåëåíî, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a1, a2ðàâíî íóëþ;2) ÍÎÊ(a1; a2) = ÍÎÊ(ja1j; ja2j);3) åñëè a1 j a2, òî ÍÎÊ(a1; a2) = ja2j.Ñâîéñòâî 2) ïîçâîëÿåò ïðè èçó÷åíèè ÍÎÊ(a; b) ðàññìàòðèâàòüòîëüêî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b.Òåîðåìà 1. Åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî a�b = ÍÎÄ(a; b)�� ÍÎÊ(a; b).Åñëè â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà äîïóñòèòü ñóùåñòâîâàíèåïðîñòîãî ÷èñëà ñ íóëåâûì ïîêàçàòåëåì, òî íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 2. Ïóñòü a1; : : : ; ak � öåëûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ,a1 = �p�11 p�22 : : : p�nn ;a2 = �p�11 p�22 : : : p�nn ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak = �p
11 p
22 : : : p
nn� èõ êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. ÒîãäàÍÎÄ = (a1; : : : ; ak) = p�11 p�22 : : : p�nn ;ãäå �i = minf�i; �i; : : : ; 
ig, i = 1; : : : ; n, àÍÎÊ(a1; : : : ; an) = p�11 p�22 : : : p�nn ;ãäå �i = maxf�i; �i; : : : ; 
ig, i = 1; : : : ; n.�7. Ñðàâíåíèÿ è èõ ñâîéñòâà1 Ïóñòü m � �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, a è b � ïðîèç-âîëüíûå öåëûå ÷èñëà. �îâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ b ïî ìîäóëþ m,è ïèøóò a � b (mod m), åñëè (a� b) ...m.Òåîðåìà 1. Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèèíà m. 2 Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé, íå ñâÿçàííûå ñ ìîäóëåì.Èç òåîðåìû 1 ëåãêî ñëåäóåòËåììà 1. Ïóñòü m 2 N , a, b, 
 2 Z. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:1) a � a (mod m);14



2) åñëè a � b (mod m), òî b � a (mod m);3) åñëè a � b (mod m), b � 
 (mod m), òî a � 
 (mod m).Âàæíûå ñâîéñòâà äàåòËåììà 2. Ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìîäóëþ ìîæíîïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü.Èç ëåììû 2 ñëåäóåò ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ ñðàâíåíèé.Ëåììà 3. Ïóñòü m 2 N , a, b, 
 2 Z. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:1) åñëè a � b (mod m), òî an � bn (mod m) äëÿ ëþáîãî n 2 N ;2) åñëè a � b (mod m), òî a+
 � b+
 (mod m), a
 � b
 (mod m);3) åñëè a+ 
 � b (mod m), òî a � b� 
 (mod m).3 Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé, ñâÿçàííûå ñ ìîäóëåì.Ëåììà 4. Ïóñòü m 2 N , a, b, 
 2 Z. Åñëè a
 � b
 (mod m) èd = ÍÎÄ(
;m), òî a � b (mod md ).Ïðè d = 
 èç ëåììû 4 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 1. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòüíà ëþáîé èõ íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü.Ïðè d = 1 èç ëåììû 4 ïîëó÷èìÑëåäñòâèå 2. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà èõ îá-ùèé äåëèòåëü, åñëè îí âçàèìíî ïðîñò ñ ìîäóëåì.�8. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ1 Ëåììà 1. Ïóñòü m 2 N . Êàæäîå öåëîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïîìîäóëþ m òî÷íî ñ îäíèì èç ÷èñåë ðÿäà 0; 1; : : : ;m � 1, à èìåííî, ñîñòàòêîì îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà m.2 Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âñå öåëûå ÷èñëà ïî îòíîøåíèþê m ìîæíî ðàçáèòü íà m êëàññîâ, åñëè îòíåñòè ê îäíîìó êëàññó ÷èñëà,äàþùèå îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m. Ïî ëåììå 1 êàæäîåöåëîå ÷èñëî ïîïàäåò òî÷íî â îäèí òàêîé êëàññ. Ýòè êëàññû íàçûâàþòêëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ñîäåðæà-ùèé ÷èñëî a, îáîçíà÷èì a.Ïî òåîðåìå 1 èç �7 êëàññ âû÷åòîâ ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë, ñðàâíè-ìûõ ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ m. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàâåíñòâî êëàññîâ a = bðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ a � b (mod m). Òàê êàê îñòàòêè ïðè äåëåíèèöåëûõ ÷èñåë íà m åñòü ÷èñëà ðÿäà 0; 1; : : : ;m � 1, òî êëàññû âû÷åòîâïî ìîäóëþ m óäîáíåå çàïèñûâàòü â âèäå 0; 1; : : : ;m� 1. Ìíîæåñòâî âñåõ15



êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Zm, ò.å.Zm = f0; 1; : : : ;m� 1g:3 Îïðåäåëèì íà Zm ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êëàññîâ âû÷åòîâ ñëå-äóþùèì îáðàçîì: a+ b = a+ b; a � b = ab: (�)Òåîðåìà 1. Ïóñòü m 2 N . Ìíîæåñòâî Zm êëàññîâ âû÷åòîâ ïîìîäóëþ m ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (�) ÿâëÿåòñÿ êîììó-òàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.Êîëüöî Zm íàçûâàþò êîëüöîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.4 Ñîñòàâèì òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ êîëüöà Z4. Òàêêàê Z4 = f0; 1; 2; 3g, òî+ 0 1 2 30 0 1 2 31 1 2 3 02 2 3 0 13 3 0 1 2
� 0 1 2 30 0 0 0 01 0 1 2 32 0 2 0 23 0 3 2 1Íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè a è ñòîëáöà b â òàáëèöàõ ñòîÿò ñóììà a+ bè ïðîèçâåäåíèå a � b êëàññîâ âû÷åòîâ.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî 2 � 2 = 0, ò. å. â êîëüöå Z4 èìåþòñÿäåëèòåëè íóëÿ, à çíà÷èò, Z4 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæåòëè êîëüöî Zm áûòü ïîëåì è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ?5 Ëåììà 2. Ýëåìåíò a êîëüöà Zm èìååò â Zm îáðàòíûé ýëå-ìåíò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà a è m âçàèìíî ïðîñòû.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îòâåò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé âûøå.Òåîðåìà 2. Êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ Zm ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà m � ïðîñòîå ÷èñëî.�9. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà1 Ôóíêöèÿ Ýéëåðà '(n) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå N âñåõ íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî ÷èñåë ðÿäà 0; 1; : : : ; n � 1,âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñëîì n.Íàïðèìåð, '(1) = 1, '(2) = 1, '(3) = 2, '(4) = 2, '(5) = 4,'(6) = 2.2 Ëåììà 1. Åñëè n 2 N è p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî '(pn) = pn �� pn�1.16



Ñëåäñòâèå. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî '(p) = p� 1.Ôóíêöèÿ Ýéëåðà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè: åñ-ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî '(ab) = '(a)'(b). Ýòîñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèèÝéëåðà.Òåîðåìà 1. Åñëè a = p�11 p�22 : : : p�kk � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèåíàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, òî'(a) = (p�11 � p�1�11 )(p�22 � p�2�12 ) : : : (p�kk � p�k�1k )èëè '(a) = a�1� 1p1��1� 1p2� : : :�1� 1pk� :3 Îäíî èç ïðèëîæåíèé �óíêöèè Ýéëåðà, âàæíîå äëÿ òåîðèè ñðàâ-íåíèé, äàåòÒåîðåìà Ýéëåðà. Åñëè a è m � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå÷èñëà, òî a'(m) � 1 (mod m).Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ôåðìà). Åñëè a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p� ïðîñòîå ÷èñëî, òî ap � a (mod p).Òåìà 3. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà�1. Ïîñòðîåíèå ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë1 �àññìîòðèì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-ñåë C = f(a; b) j a; b 2 Rg:Ïàðû (a; b) è (
; d) ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè (ïèøóò (a; b) = (
; d)), åñëè a = 
è b = d.Ââåäåì íà ìíîæåñòâå C îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ(a; b) + (
; d) = (a+ 
; b+ d):Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî C � àääèòèâíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.2 Îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå C ââåäåì ñëåäóþùèì îá-ðàçîì: (a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
):Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî C # = C n f(0; 0)g � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿàáåëåâà ãðóïïà. 17



3 Ëåììà 3.Äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C âûïîëíÿþòñÿ çàêîíûäèñòðèáóòèâíîñòè, ò. å. äëÿ ëþáûõ (a; b); (
; d); (f; h) 2 C ñïðàâåäëè-âû ðàâåíñòâà�(a; b) + (
; d)�(f; h) = (a; b)(f; h) + (
; d)(f; h)è (f; h)�(a; b) + (
; d)� = (f; h)(a; b) + (f; h)(
; d):Èç ëåìì 1, 2 è 3 ñëåäóåòÒåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî C ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿïàð (a; b) + (
; d) = (a+ 
; b+ d);(a; b) � (
; d) = (a
� bd; ad+ b
)ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.Ïîñòðîåííîå ïîëå C íàçûâàþò ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à ïàðû(a; b) 2 C , � êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.�2. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå1 Òàê êàê ïàðû (a; 0) èç ïîëÿ C , a 2 R , ñêëàäûâàþòñÿ è óìíî-æàþòñÿ êàê äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî ïîëîæèì (a; 0) = a. Ïàðó (0; 1)îáîçíà÷èì ÷åðåç i è íàçîâåì ìíèìîé åäèíèöåé. Åå îñíîâíîå ñâîéñòâî:i2 = �1. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (0; b) = (b; 0) � (0; 1) = bi äëÿëþáîãî b 2 R .Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ëþáîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a; b) = (a; 0) ++ (0; b) = a + bi. Çàïèñü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà (a; b) â âèäå a + bi áóäåìíàçûâàòü åãî àëãåáðàè÷åñêîé �îðìîé. ×èñëî a íàçûâàþò äåéñòâèòåëü-íîé ÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi, à bi � åãî ìíèìîé ÷àñòüþ.Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = bi íàçûâàþò ÷èñòî ìíèìûì êîìïëåêñíûì ÷èñ-ëîì. 2 Òàêèì îáðàçîì, ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåëC = fa+ bi j a; b 2 R ; i2 = �1g:Ñîãëàñíî ñ äåéñòâèÿìè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â âèäå ïàð îïðåäå-ëÿþòñÿ è äåéñòâèÿ íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå:Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë z1 = a+ bi è z2 = 
+ di:2.1) z1 = z2, åñëè a = 
 è b = d;18



2.2) z1 + z2 = (a+ 
) + (b+ d)i;2.3) z1 � z2 = (a
� bd) + (ad+ b
)i.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ z1 � z2 íàäîïåðåìíîæèòü èõ êàê äâó÷ëåíû, çàìåíèòü i2 íà �1 è âûäåëèòü äåéñòâè-òåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.3 Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi ÷èñëî a � bi íàçûâàåòñÿñîïðÿæåííûì è îáîçíà÷àåòñÿ z. Î÷åâèäíî, ÷òî z = z òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ÷èñëî z 2 R .Ëåììà 1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñ-íûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.Ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ëåæèò â îñ-íîâå äåëåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå:a+ bi
+ di = (a+ bi)(
� di)(
+ di)(
� di) = (a
+ bd) + (b
� ad)i
2 + d2 = a
 + bd
2 + d2 + b
� ad
2 + d2 i:4 Ñóùåñòâóåò �îðìóëà èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç êîì-ïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bipa+ bi = �0�spa2 + b2 + a2 + isign bspa2 + b2 � a2 1A ;ãäå sign b = (1; åñëè b > 0,�1; åñëè b < 0.Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò:4.1) åñëè a > 0, b = 0, òî pa = �pa;4.2) åñëè a < 0, b = 0, òî pa = �ip�a;4.3) åñëè a = 0, b 6= 0, òî pbi = �q jbj2 (1 + isign b).5 Åñëè ax2 + bx + 
 = 0 � êâàäðàòíîå óðàâíåíèå íàä ïîëåì C ,ò. å. a, b, 
 2 C è a 6= 0, òî, ïîâòîðÿÿ âûâîä �îðìóëû êîðíåé êâàäðàòíîãîóðàâíåíèÿ, êîòîðûé èçâåñòåí èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, ïîëó÷èìòó æå �îðìóëó x1;2 = �b�pb2 � 4a
2a : 19



�3. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà1 Â ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-ñåë åñòåñòâåííî êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi èçîáðàæàòü òî÷êîé íàïëîñêîñòè, ïðèíÿâ ÷èñëà a è b çà êîîðäèíàòû òî÷êè. Ïðè ýòîì êàæäîìóêîìïëåêñíîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà íà ïëîñêîñòè è êàæäîé òî÷êåíà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.Ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé èçîáðàæàþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íàçûâà-åòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ. Îñü àáñöèññ íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîéîñüþ, îñü îðäèíàò � ìíèìîé îñüþ.2 Ïîëîæåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi íà ïëîñêîñòè âïîëíåîïðåäåëÿåòñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè r è ' ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè íà
j

0 a x

zb

y
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�èñ. 1:

ïëîñêîñòè, ãäå r � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äîòî÷êè z, à ' � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíè-åì îñè Ox è âåêòîðîì Oz. ×èñëî r íàçûâàåòñÿ ìîäóëåìêîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ jzj. Î÷åâèäíî, ÷òîr = jzj > 0, ïðè÷åì jzj = 0 ëèøü äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñ-ëà z = 0. Óãîë ' íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ arg z. Åäèíñòâåííîå ÷èñëî, äëÿêîòîðîãî àðãóìåíò íå îïðåäåëåí, � ÷èñëî z = 0. Ïðè-íÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî àðãóìåíòîì ÷èñëà z = 0 ìîæåò áûòüëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Äëÿ äðóãèõ êîìïëåêñíûõ÷èñåë àðãóìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî öåëûõ êðàòíûõ ÷èñëà 2�è ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå äåéñòâè-òåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíûå óãëû îòñ÷èòûâàþòñÿ ïðî-òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Ïîñêîëüêó ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé êîì-ïëåêñíîìó ÷èñëó z = a+bi, ñâÿçàíû ñ åå ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìèèçâåñòíûìè �îðìóëàìèa = r 
os'; b = r sin'; (�)òî z = a+ bi = r 
os'+ ir sin' = r(
os'+ i sin'). Çàïèñü êîìïëåêñíîãî÷èñëà z = r(
os' + i sin'), ãäå r = jzj, ' = arg z, íàçûâàåòñÿ òðèãîíî-ìåòðè÷åñêîé �îðìîé êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.Äëÿ ïåðåõîäà îò àëãåáðàè÷åñêîé �îðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z == a + bi ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå èñïîëüçóþò �îðìóëû: r = jzj =20



= pa2 + b2, à ' = arg z îïðåäåëÿþò èç ñèñòåìû( 
os' = ajzj ;sin' = bjzj :Íà ïðàêòèêå äëÿ íàõîæäåíèÿ îäíîãî èç çíà÷åíèé àðãóìåíòà êîìïëåêñ-íîãî ÷èñëà z = a + bi ÷àñòî óäîáíî èçîáðàçèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàïëîñêîñòè è èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà:1) åñëè ÷èñëî z èçîáðàæàåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé îñè,òî â êà÷åñòâå arg z ìîæíî âçÿòü îäíî èç çíà÷åíèé 0, �2 , �, 3�2 â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ðàñïîëîæåíèåì ÷èñëà z;2) åñëè ÷èñëî z èçîáðàæàåòñÿ íå íà îñÿõ, òîarg z = (ar
tg ba ; åñëè z 2 I èëè IV ÷åòâåðòÿì;� + ar
tg ba ; åñëè z 2 II èëè III ÷åòâåðòÿì.3 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë óäîáíà äëÿ èõóìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ.Òåîðåìà 1. Ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåò-ðè÷åñêîé �îðìå èõ ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþò-ñÿ. Òåîðåìà 2. Ïðè äåëåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷å-ñêîé �îðìå èõ ìîäóëè äåëÿòñÿ, à àðãóìåíòû âû÷èòàþòñÿ.Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ íåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà zz�1 = 1jzj�
os(� arg z) + i sin(� arg z)�:4 Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû ëåãêî âû÷èñëèòü ëþ-áóþ öåëóþ ñòåïåíü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.Òåîðåìà 3. Ïðè âîçâåäåíèè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = jzj(
os' ++ i sin') â ñòåïåíü ñ öåëûì ïîêàçàòåëåì n åãî ìîäóëü âîçâîäèòñÿ âýòó ñòåïåíü, à àðãóìåíò óìíîæàåòñÿ íà ïîêàçàòåëü:�jzj(
os'+ i sin')�n = jzjn(
osn'+ i sinn'):Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ìóàâðà.Ïðè jzj = 1 èç �îðìóëû Ìóàâðà èìååì ðàâåíñòâî(
os'+ i sin')n = 
osn'+ i sinn';êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü êîñèíóñû è ñèíóñû êðàòíûõ óãëîâ n' ÷åðåçñèíóñû è êîñèíóñû óãëà '. 21



5 Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1. Êîðíåì n-îé ñòåïåíèèç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî 
, ÷òî 
n == z. Êîðåíü n-îé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z áóäåì îáîçíà÷àòü npz.Òåîðåìà 4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, è z == jzj(
os' + i sin') � êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåëêîðåíü n-îé ñòåïåíè èç z ïðè z = 0 èìååò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå npz == 0, à ïðè z 6= 0 � n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèénpz = npjzj�
os '+ 2�kn + i sin '+ 2�kn � ;ãäå k = 0; 1; : : : ; n� 1.6 Òàê êàê 1 = 
os 0 + i sin 0, òî èç òåîðåìû 4 ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 1. Â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé êîðíÿ n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî�îðìóëå "k = np1 = 
os 2�kn + i sin 2�kn ;ãäå k = 0; 1; : : : ; n� 1.Òåîðåìà 5. Êîðíè n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû îáðàçóþò êîíå÷-íóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà n, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîéåñòü ñòåïåíü êîðíÿ "1 = 
os 2�n + i sin 2�n .7 Òåîðåìà 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå âèäà xn�z = 0, ãäåz � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, èìååò â ïîëå C n ðàçëè÷íûõ ðåøå-íèé. Åùå óäèâèòåëüíåå òî, ÷òî â C èìååò ðåøåíèå ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîåóðàâíåíèå ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè.Òåîðåìà 6 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë). Âñÿêîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèåanxn + an�1xn�1 + : : :+ a1x+ a0 = 0;ãäå n 2 N , a0; a1; : : : ; an 2 C , an 6= 0, èìååò â ïîëå C õîòÿ áû îäíîðåøåíèå.Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðóïíåéøèõ äîñòèæåíèé â èñòî-ðèè ðàçâèòèÿ àëãåáðû. �àíüøå åå íàçûâàëè îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû,òàê êàê ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äîëãîå âðåìÿ áûëî â öåíòðåâíèìàíèÿ àëãåáðàèñòîâ. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áûëî äàíî�àóññîì â 1799 ãîäó.22



Òåìà 4. Ìàòðèöû è îïðåäåëèòåëè�1. Ìàòðèöû è äåéñòâèÿ íàä íèìè1 Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, k è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.Ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà
A = 0BBBBBB�

a11 a12 : : : a1j : : : a1na21 a22 : : : a2j : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ai1 ai2 : : : aij : : : ain: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1 ak2 : : : akj : : : akn
1CCCCCCA ;

ñîñòàâëåííàÿ èç ýëåìåíòîâ ïîëÿ P , íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðà k �� n íàä ïîëåì P . Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòðèöû A áóäåì óïîòðåáëÿòü òàê-æå çàïèñü A = (aij), i = 1; : : : ; k, j = 1; : : : ; n. Ýëåìåíòû aij, èç êîòî-ðûõ ñîñòàâëåíà ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû. Ýëåìåíòûai1; ai2; : : : ; ain èìåþò ïåðâûì èíäåêñîì ÷èñëî i è ñîñòàâëÿþò â ìàòðèöåA i-þ ñòðîêó. Ýëåìåíòû a1j; a2j; : : : ; akj èìåþò âòîðûì èíäåêñîì ÷èñëî jè ñîñòàâëÿþò â ìàòðèöå A j-é ñòîëáåö. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð ìàòðèöûk � n óêàçûâàåò ÷èñëî ñòðîê è ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû. Åñëè k 6= n, òîãîâîðÿò î ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöå. Åñëè k = 1, òî ìàòðèöó íàçûâàþòìàòðèöåé-ñòðîêîé, à åñëè n = 1, � òî ìàòðèöåé-ñòîëáöîì. Ìàòðèöàðàçìåðà k�n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé íóëåâûå, íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ìàò-ðèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ Ok;n. Åñëè æå k = n, ò. å. ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöûðàâíî ÷èñëó åå ñòîëáöîâ, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåéïîðÿäêà n, à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö îáîçíà÷àåòñÿ Mn(P ).Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n íàä ïîëåì P .Ýëåìåíòû a11; a22; : : : ; ann â òàêîé ìàòðèöå ñîñòàâëÿþò ãëàâíóþ äèàãî-íàëü, äðóãàÿ äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ïîáî÷íîé äèàãî-íàëüþ. Åñëè â êâàäðàòíîé ìàòðèöå âñå ýëåìåíòû, êðîìå ýëåìåíòîâ ãëàâ-íîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, òî ìàòðèöó íàçûâàþò äèàãîíàëüíîé è îáî-çíà÷àþò diag (a11; a22; : : : ; ann). Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ åäè-íè÷íîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n, åñëè îíà èìååò âèäEn = 0BBBB�1 0 0 : : : 00 1 0 : : : 00 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : :0 0 0 : : : 1
1CCCCA :
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Äâå ìàòðèöû A = (aij) è B = (bij) íàä ïîëåì P íàçûâàþòñÿ ðàâ-íûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé ðàçìåð è ðàâíû ýëåìåíòû, ñòîÿùèåíà îäèíàêîâûõ ìåñòàõ, ò.å. aij = bij äëÿ âñåõ i, j.2 Åñëè A = (aij) è B = (bij) � ìàòðèöû ðàçìåðà k�n íàä ïîëåìP , òî èõ ñóììîé áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó C = (
ij) ðàçìåðà k � n íàäïîëåì P , ó êîòîðîé ýëåìåíòû 
ij = aij + bij äëÿ i = 1; : : : ; k, j = 1; : : : ; n.Ïèøóò: C = A+ B.Ïðèìåð. �2 �1 30 �2 1�+��1 4 �32 1 5 � = �1 3 02 �1 6�.Ñâîéñòâà ñëîæåíèÿ ìàòðèö ñ�îðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé ëåììåËåììà 1. Ïóñòü A, B è C � ìàòðèöû ðàçìåðà k � n íàä ïîëåìP . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) A+ (B + C) = (A+ B) + C;2) A+B = B + A;3) A+Ok;n = Ok;n + A = A.3 Åñëè A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà k � n íàä ïîëåì P è � �ýëåìåíò ïîëÿ P , òî ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà ýëåìåíò � íàçûâàåòñÿìàòðèöà B = (bij) ðàçìåðà k � n íàä ïîëåì P , ó êîòîðîé bij = �aij äëÿi = 1; : : : ; k, j = 1; : : : ; n. Ïèøóò: B = �A.Ïðèìåð. 4��1 20 �2� = ��4 80 �8�.Ìàòðèöà (�1)A îáîçíà÷àåòñÿ (�A) è íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-íîé ìàòðèöå A. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü âû÷èòàíèå ìàòðèöîäèíàêîâîãî ðàçìåðà: A�B = A+ (�B).Ëåììà 2. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ðàçìåðà k� n íàä ïîëåì P ,� è � � ýëåìåíòû ïîëÿ P . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) A+ (�A) = (�A) + A = Ok;n;2) (��)A = �(�A) = �(�A);3) �(A+B) = �A+ �B;4) (�+ �)A = �A+ �A.4 Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà k�n íàä ïîëåì P , B = (bij)� ìàòðèöà ðàçìåðà n �m íàä ïîëåì P . Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è Bíàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = (
ij) ðàçìåðà k � m íàä ïîëåì P , ó êîòîðîé
ij = ai1b1j + ai2b2j + : : :+ ainbnj = nQt=1 aitbtj äëÿ i = 1; : : : ; k, j = 1; : : : ;m.Ïèøóò: C = AB.24



Ïðèìåð. ÏóñòüA = �1 21 0� ; B = �1 4 �12 3 0 � :Òàê êàê A � ìàòðèöà ðàçìåðà 2 � 2, B � ìàòðèöà ðàçìåðà 2 � 3, òîïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, à ïðîèçâåäåíèå BA íå îïðåäåëåíî.AB = �1 21 0��1 4 �12 3 0 � == �1 � 1 + 2 � 2 1 � 4 + 2 � 3 1 � (�1) + 2 � 01 � 1 + 0 � 2 1 � 4 + 0 � 3 1 � (�1) + 0 � 0� = �5 10 �11 4 �1�Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) óìíîæåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî, ò.å. AB 6= BA;2) åñëè îïðåäåëåíî îäíî èç ïðîèçâåäåíèé A(BC), (AB)C, òî îïðå-äåëåíî è äðóãîå, ïðè÷åì A(BC) = (AB)C;3) åñëè A � ìàòðèöà ðàçìåðà k � n, òî AEn = EkA = A.Ëåììà 4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) åñëè îïðåäåëåíà ìàòðèöà A(B +C), òî A(B +C) = AB +AC;2) åñëè îïðåäåëåíà ìàòðèöà (A+B)C, òî (A+B)C = AC +BC.5 Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè A, B, C 2 Mn(P ), òî ìàòðèöûA(BC), (AB)C, A(B + C), (A + B)C îïðåäåëåíû è òàêæå ÿâëÿþòñÿêâàäðàòíûìè ïîðÿäêà n.Èç ëåìì 1, 2, 3 è 4 ñëåäóåòÒåîðåìà 1. Ïóñòü P � ïîëå, n 2 N . Ìíîæåñòâî Mn(P ) îáðàçó-åò êîëüöî ñ åäèíèöåé, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ìàòðè÷íûì êîëüöîìíàä ïîëåì P .6 Åñëè â ìàòðèöå A ñòðîêè ñäåëàòü ñòîëáöàìè, òî ïîëó÷èòñÿ ìàò-ðèöà, êîòîðóþ íàçûâàþò òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå A è îáîçíà÷àþòAT . Òàê, åñëèA = 0BB�a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : : : : : :ak1 ak2 : : : akn
1CCA ; òî AT = 0BB�a11 a21 : : : ak1a12 a22 : : : ak2: : : : : : : : : : : : : : : :a1n a2n : : : akn

1CCA :Ñâîéñòâà òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö, ñ�îðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé ëåììåËåììà 5. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) (AT )T = A;2) (�A)T = �AT äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà � èç ïîëÿ P ;3) (A+B)T = AT + BT ; 25



4) (AB)T = BT �AT .7 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì P .Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû A íàçûâàþòñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:1) óìíîæåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè ìàòðèöû A íàíåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ;2) ïðèáàâëåíèå êî âñåì ýëåìåíòàì êàêîé-ëèáî ñòðîêè ñîîòâåòñòâó-þùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè, óìíîæåííûõ íà îäèí è òîò æå ýëåìåíòïîëÿ. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A â ðåçóëüòàòå îäíîãî èëèíåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðè-öà A ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå B è ïèøóò: A � B.Ëåììà 6. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîêìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû.Ëåììà 7. Åñëè A � B, òî B � A.8 Ñòóïåí÷àòîé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1) åñëè i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû íóëåâàÿ, ò. å. ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé,òî (i+ 1)-ÿ ñòðîêà òàêæå íóëåâàÿ;2) åñëè ïåðâûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû i-é è (i + 1)-é ñòðîê ðàñïîëî-æåíû â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè k è l, òî k < l.Òåîðåìà 2. Âñÿêóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé ñòðîê ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå.�2. Ïåðåñòàíîâêè1 Ïóñòü X = f1; 2; : : : ; ng. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèåìíîæåñòâà X íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòåïåíè n. Ìíîæåñòâîâñåõ ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n îáîçíà÷àåòñÿ Sn. Ïåðåñòàíîâêè óäîáíî èçîá-ðàæàòü äâóõñòðî÷íîé òàáëèöåé� = � 1 2 : : : n�(1) �(2) : : : �(n)� ;óêàçûâàÿ âî âòîðîé ñòðîêå îáðàçû âñåõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì f�(1); �(2); : : :: : : ; �(n)g = X. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå" = �1 2 : : : n1 2 : : : n�26



íàçûâàþò òîæäåñòâåííîé (èëè åäèíè÷íîé) ïåðåñòàíîâêîé.Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Sn óìíîæåíèå ïåðåñòàíîâîê ñëåäóþùèìïðàâèëîì: äëÿ ëþáûõ �; � 2 Sn(��)(i) = �(�(i))äëÿ i = 1; 2; : : : ; n.Íàïðèìåð,�� = �1 2 3 43 4 1 2��1 2 3 43 1 2 4� = 1 2 3 4# # # #3 1 2 4# # # #1 3 4 2 = �1 2 3 41 3 4 2� ;�� = �1 2 3 43 1 2 4��1 2 3 43 4 1 2� = �1 2 3 42 4 3 1� :Â ÷àñòíîñòè, ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî �� 6= ��, ò. å. óìíîæåíèåïåðåñòàíîâîê íåêîììóòàòèâíî.2 Òåîðåìà 1. Ïóñòü n 2 N . Ìíîæåñòâî Sn ñ îïåðàöèåé óìíî-æåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n!. Ýòó ãðóï-ïó íàçûâàþò ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè n.Ïðèìåð. S1 = ��11� = "�. S2 = ��1 21 2� = "; �1 22 1��.S3 = ��1 2 31 2 3� = " , �1 2 31 3 2�, �1 2 33 2 1�, �1 2 32 1 3�, �1 2 32 3 1�,�1 2 33 1 2��.3 Ïåðåñòàíîâêà èç ãðóïïû Sn âèäà� = �a1 a2 : : : ak�1 ak ak+1 : : : ana2 a3 : : : ak a1 ak+1 : : : an�íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû k è êðàòêî çàïèñûâàåòñÿ � = (a1a2 : : :: : : ak)(ak+1) : : : (an) = (a1a2 : : : ak). Öèêëû áåç îáùèõ ñèìâîëîâ íàçûâà-þòñÿ íåçàâèñèìûìè. Öèêëû ñ îáùèìè ñèìâîëàìè íàçûâàþòñÿ çàâèñè-ìûìè. Ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçà-âèñèìûõ öèêëîâ. Íàïðèìåð,� = �1 2 3 4 5 6 7 85 3 2 1 4 8 7 6� = (154)(23)(68)(7):Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ êîììóòàòèâíî, à ïðîèç-27



âåäåíèå çàâèñèìûõ öèêëîâ íåêîììóòàòèâíî. Íàïðèìåð,(12)(13) = (132); à (13)(12) = (123):Öèêë äëèíû 2 íàçûâàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîéíåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî öèêë äëèíû k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâå-äåíèÿ (k � 1) òðàíñïîçèöèé ïî ïðàâèëó:(a1a2 : : : ak�1ak) = (a1ak)(a1ak�1) : : : (a1a2):Òåîðåìà 2. Âñÿêóþ ïåðåñòàíîâêó èç ãðóïïû Sn ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (n� 
) òðàíñïîçèöèé, ãäå 
 � ÷èñëî íåçàâèñèìûõöèêëîâ.4 Äëÿ ââåäåíèÿ çíàêà ïåðåñòàíîâêè íàì ïîíàäîáèòñÿ �óíêöèÿsign a = (1; åñëè a > 0,�1; åñëè a < 0äëÿ âñåõ a 2 R . Îòìåòèì îäíî èç ñâîéñòâ ýòîé �óíêöèè: äëÿ âñåõ a; b 2 Rsign (ab) = sign a � sign b.�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå sgn : Sn ! f�1; 1g, ñ÷èòàÿsgn � = 8><>:1; åñëè � 2 S1;Qfi;kg�Xi 6=k sign i�k�(i)��(k) ; åñëè � 2 Sn, n > 2.Ïîñêîëüêó � � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî �(i) 6= �(k)ïðè i 6= k. Ñëåäîâàòåëüíî êàæäàÿ äðîáü i�k�(i)��(k) â �îðìóëå ñóùåñòâóåò.Òàê êàê fi; kg = fk; ig, òî äðîáü i�k�(i)��(k) = k�i�(k)��(i) âñòðå÷àåòñÿ â ïðîèç-âåäåíèè òîëüêî îäèí ðàç è ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî fi; kg,ãäå i > k. Òîãäà sign i� k�(i)� �(k) = sign (�(i)� �(k))è �îðìóëó äëÿ çíàêà ïåðåñòàíîâêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäåsgn � = 8<:1; åñëè � 2 S1,Q16k<i6n sign (�(i)� �(k)); åñëè n > 2.Ïåðåñòàíîâêó � íàçîâåì ÷åòíîé, åñëè sgn � = 1, è íå÷åòíîé, åñëè sgn � == �1. 5 Ëåììà 1. Åäèíè÷íàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷åòíàÿ.Òåîðåìà 3. Çíàê ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåñòàíîâîê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ28



èõ çíàêîâ, ò. å. äëÿ ëþáûõ �; � 2 Sn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî sgn (��) == sgn � � sgn�.Ñëåäñòâèå 1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ èëè äâóõ íå÷åòíûõ ïå-ðåñòàíîâîê åñòü ïåðåñòàíîâêà ÷åòíàÿ.Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîé è íå÷åòíîé ïåðåñòàíîâîêåñòü ïåðåñòàíîâêà íå÷åòíàÿ.Ñëåäñòâèå 3. Îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ��1 èìååò òó æå ÷åò-íîñòü, ÷òî è ïåðåñòàíîâêà � .6 Òåîðåìà 4. Ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ íå÷åòíà.Óäîáíûé ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ çíàêà ïåðåñòàíîâêè äà-åò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 5. Åñëè ïåðåñòàíîâêà � èç ãðóïïû Sn èìååò 
 íåçàâè-ñèìûõ öèêëîâ, òî sgn � = (�1)n�
.7 Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê èç ãðóïïû Sn îáîçíà÷èìAn, ò. å. An = f� 2 Sn j sgn � = 1g:Òåîðåìà 6. Ìíîæåñòâî An îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ïåðåñòà-íîâîê îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðóþ íàçûâàþò çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîéñòåïåíè n. Ïðè n > 2 ãðóïïà An èìååò n!=2 ïåðåñòàíîâîê.Ïðèìåð. A1 = ��11� = "�. A2 = ��1 21 2� = "�. A3 == ��1 2 31 2 3� = ", �1 2 32 3 1� = (123), �1 2 33 1 2� = (132)�.�3. ÎïðåäåëèòåëèÁóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êâàäðàòíûå ìàòðèöû íàä ÷èñëîâûìïîëåì P .1 Ïóñòü n 2 N è A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.Îïðåäåëèòåëåì èëè (äåòåðìèíàíòîì) ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî,êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ jAj èëè detA è âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëåjAj = X�2Sn sgn � a1�(1)a2�(2) : : : an�(n): (�)Îïðåäåëèòåëü jAj áóäåì íàçûâàòü òàêæå îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà.Èç îïðåäåëåíèÿ jAj íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:1) â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (�) n! ñëàãàåìûõ, òàê êàê ñóììèðîâà-íèå âåäåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàì ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn; 29



2) â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè � êàæäîå ñëàãàåìîå èìå-åò çíàê �+� èëè ���. Åñëè n > 2, òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì �+� ðàâíî÷èñëó ñëàãàåìûõ ñî çíàêîì ���;3) êàæäîå ñëàãàåìîå sgn � a1�(1)a2�(2) : : : an�(n) ñîäåðæèò ïðîèçâåäå-íèå n ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Òàê êàê ïåðâûå èíäåêñû ýëåìåíòîâ ðàçëè÷-íû, òî ýëåìåíòû âçÿòû ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû. Ïîñêîëüêóâòîðûå èíäåêñû �(1); �(2); : : : ; �(n) ðàçëè÷íû, òî ýëåìåíòû âçÿòû ïî îä-íîìó èç êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû.2 Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé ìàëûõ ïîðÿäêîâ.2.1) n = 1. A = (a11) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 1ãî ïîðÿäêà. jAj == ja11j = a11.2.2) n = 2. A = �a11 a12a21 a22� � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 2ãî ïîðÿäêà.jAj = ����a11 a12a21 a22���� = a11a22 � a12a21:2.3) n = 3. jAj = ������a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33������ = a11a22a33++a12a23a31 + a13a21a32 � a13a22a31 � a12a21a33 � a11a23a32:Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ �ïðàâè-ëîì òðåóãîëüíèêîâ�
3 Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.Òðåóãîëüíîé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëå-ìåíòû íèæå èëè âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ.Ñâîéñòâî 1. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèç-âåäåíèþ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ÷àñòíîñòè, jEnj = 1.Ñâîéñòâî 2. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íóëåâîé ñòðîêîé èëè íó-ëåâûì ñòîëáöîì ðàâåí íóëþ.Ñâîéñòâî 3. Ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü íåèçìåíÿåòñÿ, ò.å. det(AT ) = detA.30



Ñâîéñòâî 4. Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ñòðîêè (ñòîëáöà)ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è � �ýëåìåíò ïîëÿ, òî det(�A) = �n detA.Ñâîéñòâî 5. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò k-é ñòðîêè ìàòðèöû A åñòüñóììà äâóõ ñëàãàåìûõ akj + akj, j = 1; : : : ; n, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðè-öû A ðàâåí ñóììå îïðåäåëèòåëåé äâóõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ âñå ñòðîêè,êðîìå k-îé, ïðåæíèå, k-ÿ ñòðîêà ïåðâîé ìàòðèöû ñîñòîèò èç ïåðâûõñëàãàåìûõ akj, à k-ÿ ñòðîêà âòîðîé ìàòðèöû � èç âòîðûõ ñëàãàåìûõakj. Ñâîéñòâî 6. Åñëè ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñ ïîìî-ùüþ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ñòðîê (ñòîëáöîâ), òî detB = � detA.Ñâîéñòâî 7. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìèñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) ðàâåí íóëþ.Ñëåäñòâèå 1. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìèñòðîêàìè (ñòîëáöàìè) ðàâåí íóëþ.Ñâîéñòâî 8. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå èçìåíèòñÿ, åñëè ê ýëå-ìåíòàì îäíîé ñòðîêè (îäíîãî ñòîëáöà) ìàòðèöû ïðèáàâèòü ñîîòâåò-ñòâóþùèå ýëåìåíòû äðóãîé ñòðîêè (äðóãîãî ñòîëáöà), óìíîæåííûå íàîäèí è òîò æå ýëåìåíò ïîëÿ.Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëè-òåëåé.Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü� = �������� �2 1 3 41 �2 0 2�1 0 3 �43 4 �5 1
�������� :�åøåíèå. Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëÿ ïðèâåäåì åãî ê òðå-óãîëüíîìó âèäó.� = �������� �2 1 3 41 �2 0 2�1 0 3 �43 4 �5 1

�������� I ñò�II ñò= � �������� 1 �2 3 4�2 1 0 20 �1 3 �44 3 �5 1
�������� II+I�2=IV+I�(�4)

= � �������� 1 �2 3 40 �3 6 100 �1 3 �40 11 �17 �15
�������� II�III= �������� 1 �2 3 40 �1 3 �40 �3 6 100 11 �17 �15

�������� III+II�(�3)=IV+II�11 31



= �������� 1 �2 3 40 �1 3 �40 0 �3 220 0 16 �59
�������� IV+III�5= �������� 1 �2 3 40 �1 3 �40 0 �3 220 0 1 51

�������� III�IV=
= � �������� 1 �2 3 40 �1 3 �40 0 1 510 0 �3 22

�������� IV+III�3= � �������� 1 �2 3 40 �1 3 �40 0 1 510 0 0 175
�������� = 175:4 Êëåòî÷íûå ìàòðèöû è èõ îïðåäåëèòåëè.Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, B = (bij) �êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç�A CO B� = 0BBBBBB�

a11 : : : a1n 
11 : : : 
1m: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1 : : : ann 
n1 : : : 
nm0 : : : 0 b11 : : : b1m: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 bm1 : : : bmm
1CCCCCCA ;

ãäå C = (
ij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n �m, O � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðàm� n. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöû�A OC B� ; �C AB O� ; �O AB C� :Âñå ýòè ìàòðèöû áóäåì íàçûâàòü êëåòî÷íûìè.Ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé êëåòî÷íûõ ìàòðèö äàþò ñëå-äóþùèå òåîðåìû.Òåîðåìà 1. det�A CO B� = det�A OC B� = detA � detB.Òåîðåìà 2. det�O AB C� = det�C AB O� = (�1)nm detA � detB.5 Âàæíîå ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, òîdet(AB) = detA � detB.6 Ìèíîðû è àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ìèíîðîì Mklýëåìåíòà akl ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîéèç A âû÷åðêèâàíèåì k-îé ñòðîêè è l-ãî ñòîëáöà. Ïðîèçâåäåíèå Akl == (�1)k+lMkl íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà akl. Íà-32



ïðèìåð, åñëèA = 0� �1 3 �20 1 4�2 5 0 1A ; òî M23 = �����1 3�2 5���� = 1; A23 = (�1)2+3M23 = �1:Ëåììà 1. Åñëè ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè(ñòîëáöà) êâàäðàòíîé ìàòðèöû, êðîìå îäíîãî, òî îïðåäåëèòåëü ìàò-ðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýòîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà íà åãî àëãåáðàè-÷åñêîå äîïîëíåíèå.Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äàþùóþ åùåîäèí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà n > 2.Òåîðåìà 4. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ðàâåí ñóììåïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè (ñòîëáöà) ìàòðèöû íà èõàëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,òî detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + : : :+ ainAin; i = 1; 2; : : : ; n;èëè detA = a1jA1j + a2jA2j + : : :+ anjAnj; j = 1; 2; : : : ; n:Òàêîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ýëå-ìåíòàì i-é ñòðîêè èëè j-ãî ñòîëáöà.Òåîðåìà 5. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè(ñòîëáöà) êâàäðàòíîé ìàòðèöû íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè (ñòîëáöà) ðàâíà íóëþ.�4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöàÏðîäîëæàåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êâàäðàòíûå ìàòðèöû íàä ÷èñ-ëîâûì ïîëåì P .1 Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñ-ëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî AB = BA = En. Â ýòîì ñëó÷àåìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöå A è îáîçíà÷àåòñÿ A�1.Èç îïðåäåëåíèÿ íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî:1) îáðàòíàÿ ìàòðèöà A�1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿä-êà n; 2) ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöå A�1, ò. å. (A�1)�1 = A.Äðóãèå ñâîéñòâà îáðàòèìûõ ìàòðèö ïðèâåäåì â ñëåäóþùåé ëåììå.33



Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî ñóùåñòâóåò òî÷íî îäíà åé îá-ðàòíàÿ ìàòðèöà;2) îáðàòèìàÿ ìàòðèöà íåâûðîæäåíà, ò. å. åå îïðåäåëèòåëü îò-ëè÷åí îò íóëÿ;3) åñëè A è B � îáðàòèìûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, òî ìàòðèöà ABòàêæå îáðàòèìà, ïðè÷åì (AB)�1 = B�1A�1.2 Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. ÌàòðèöàA_ = 0BB�A11 A21 : : : An1A12 A22 : : : An2: : : : : : : : : : : : : : : : : :A1n A2n : : : Ann
1CCAíàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííîé (èëè âçàèìíîé) ìàòðèöåé ê ìàòðèöå A.Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû è ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîéìàòðèöû äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà îíà íåâûðîæäåíà. Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òîA�1 = 1jAj �A_.Ïðèìåð. Íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöåA = ��1 21 1��åøåíèå. Âû÷èñëèì detA = �����1 21 1���� = �1 � 2 = �3. Òàê êàêìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöàA�1 = 1jAj �A11 A21A12 A22� :Íåòðóäíî âû÷èñëèòü A11 = 1, A12 = �1, A21 = �2, A22 = �1. Ñëåäîâà-òåëüíî, A�1 = �13 � 1 �2�1 �1� :3 Âû÷èñëèòü îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî òàêæå ñ ïîìîùüþ ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.Òåîðåìà 2. Îáðàòèìóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé ñòðîê ìîæíî ïðåâðàòèòü â åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ïðèìå-íÿÿ òå æå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â òîì æå ïîðÿäêå ê åäèíè÷-íîé ìàòðèöå, ïîëó÷èì ìàòðèöó, îáðàòíóþ äàííîé.34



Ïðèìåð. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê íàéòèìàòðèöó, îáðàòíóþ ìàòðèöåA = 0� �1 1 01 �1 12 0 1 1A :�åøåíèå.� A E3 � = 0� �1 1 0 1 0 01 �1 1 0 1 02 0 1 0 0 1 1A II+I�1�III+I�2 0� �1 1 0 1 0 00 0 1 1 1 00 2 1 2 0 1 1A �II�III� 0� �1 1 0 1 0 00 2 1 2 0 10 0 1 1 1 0 1A I�(�1)�II� 12 0� 1 �1 0 �1 0 00 1 12 1 0 120 0 1 1 1 0 1A II+III�(� 12)�� 0� 1 �1 0 �1 0 00 1 0 12 �12 120 0 1 1 1 0 1A I+II� 0� 1 0 0 �12 �12 120 1 0 12 �12 120 0 1 1 1 0 1A :Òàêèì îáðàçîì, A�1 = 0� �12 �12 1212 �12 121 1 0 1A :4 Îáîçíà÷èì ÷åðåç GL(n; P ) ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõêâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ P .Òåîðåìà 3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî GL(n; P )îáðàçóåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó.Òåìà 5. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé�1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ�àññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü k óðàâíåíèé âèäà(�) 8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1x1 + ak2x2 + : : :+ aknxn = bk;ãäå aij, bi � ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî ïîëÿ P , x1; x2; : : : ; xn � íåèçâåñòíûå. Ñî-âîêóïíîñòü óðàâíåíèé (�) íàçûâàþò ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä35



ïîëåì P ñ n íåèçâåñòíûìè x1; x2; : : : ; xn. Ýëåìåíòû aij íàçûâàþò êîý��è-öèåíòàìè ñèñòåìû (�), bj � ñâîáîäíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü (
1; : : : ; 
n) ÷èñåë ïîëÿ P íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (�),åñëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè èõ âìåñòî íåèçâåñòíûõ x1; : : : ; xn, ñîîòâåòñòâåí-íî, êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå ðàâåíñòâî.Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (�) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìå-åò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äâåñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè x1; x2; : : : ; xn íàçûâàþò-ñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè ìíîæåñòâà èõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò.Ìàòðèöà A = 0BB�a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n: : : : : : : : : : : :ak1 ak2 : : : akn
1CCA ;ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (�), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñè-ñòåìû. Ìàòðèöà C = 0BB� a11 a12 : : : a1n b1a21 a22 : : : a2n b2: : : : : : : : : : : : : : :ak1 ak2 : : : akn bk
1CCAíàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (�). Åñëè îáîçíà÷èì ÷åðåçX = 0BB�x1x2: : :xn

1CCA ; B = 0BB� b1b2: : :bk
1CCA ;òî ñèñòåìó (�) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AX = B.�2. Ìåòîä �àóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõóðàâíåíèéÌåòîä �àóññà èëè ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèç-âåñòíûõ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàåòñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ ìåòîäîâ ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Â îñíîâå ìåòîäà �àóññà ëåæàò ñëåäóþùèå äâà �àêòà: 1) âñÿêàÿñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ñòóïåí÷àòîé ñè-ñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ò. å. ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðîé36



ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ñòóïåí÷àòàÿ; 2) ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé äîâîëüíî ïðîñòî ðåøàåòñÿ.1 Ïóñòü äàíà ñèñòåìà k ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìèx1; x2; : : : ; xn, êîý��èöèåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ÷èñëîâîìó ïîëþ P .Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(�) áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:1) óìíîæåíèå êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ íà ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ;2) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî óðàâíåíèÿ, óìíîæåí-íîãî íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò àíàëîãè÷íîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðà-çîâàíèå ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû. Ââèäó ýòîãî, óòâåðæäå-íèÿ, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ìàòðèöû,ìîãóò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíû è ÿâëÿþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ýëåìåí-òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì,ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ëåììû.Ëåììà 1. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïî-ìåíÿòü ìåñòàìè ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû.Ëåììà 2. Âñÿêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå.Ëåììà 3. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé îáðàòèìû, ò. å. åñëè â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé èç ñèñòåìû (�) ïîëó÷èëàñü ñèñòåìà (��), òî èç ñèñòåìû(��) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó (�) òàêæå â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàð-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.Âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìà ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé ïåðåõîäèò â ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó.2 Òàêèì îáðàçîì, ââèäó ëåììû 2 è òåîðåìû 1 âñÿêóþ ñèñòåìó ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðè-âåñòè ê ðàâíîñèëüíîé ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå. Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ýëåìåí-òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûïîëíÿòüýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê ðàñøèðåííîé ìàòðèöû. À ïðèâåäÿðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ìîæíî ïåðåéòè êñîîòâåòñòâóþùåé ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå.Ïóñòü ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (�) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå A. Âîçìîæíûñëåäóþùèå ñëó÷àè: 37



2.1) Ìàòðèöà A = 0BBBBBB�

11 
12 : : : 
1n d1: : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 dl0 0 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 0

1CCCCCCA :Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä(��) 8<: ñ11x1 + ñ12x2 + : : :+ ñ1nxn = d1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 � x1 + 0 � x2 + : : :+ 0 � xn = dl:Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ïîýòîìó ñèñòåìà(��), à çíà÷èò, è ñèñòåìà (�) íåñîâìåñòíà.2.2) Ìàòðèöà
A =

0BBBBBBBBBB�

11 
12 : : : 
1n�1 
1n d10 
22 : : : 
2n�1 
2n d2: : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 
n�1n�1 
n�1n dn�10 0 : : : 0 
nn dn0 0 : : : 0 0 0: : : : : : : : : : : : : : : : : :0 0 : : : 0 0 0

1CCCCCCCCCCA :
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä(��) 8>>>><>>>>:


11x1 + 
12x2 + : : : + 
1n�1xn�1 + 
1nxn = d1;
22x2 + : : : + 
2n�1xn�1 + 
2nxn = d2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
n�1n�1xn�1 + 
n�1nxn = dn�1;
nnxn = dn:Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì xn. Ïîäñòàâëÿÿ åãî â ïðåäïîñëåäíååóðàâíåíèå, íàéäåì xn�1 è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà(��), à çíà÷èò, è ñèñòåìà (�) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.2.3) ÌàòðèöàA = 0BBBBBB�

11 : : : 
1j�1 
1j : : : 
1n d1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 
ij : : : 
in di0 : : : 0 0 : : : 0 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :0 : : : 0 0 : : : 0 0

1CCCCCCA :
38



Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä(��) 8<: 
11x1 + : : : 
1jxj + : : : + 
1nxn = d1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ijxj + : : : + 
inxn = di:Íåèçâåñòíûå x1; : : : ; xj, êîòîðûå ïåðâûìè âñòðå÷àþòñÿ â óðàâíåíèÿõ ñè-ñòåìû (��), íàçîâåì ãëàâíûìè íåèçâåñòíûìè, à îñòàëüíûå � ñâîáîäíû-ìè. Ïåðåíîñÿ ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâ, ïîëó÷èìñëåäóþùóþ ñèñòåìó8<: 
11x1 + : : : + 
1jxj = d1 � : : : � 
1nxn;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ijxj = di � : : : � 
inxn:Ïóñòü ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì äàíû íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ èç ïîëÿP . Òîãäà (êàê è â 2.2)), äâèãàÿñü â ñèñòåìå ñíèçó ââåðõ, ìû ïîëó÷èìçíà÷åíèÿ äëÿ ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ðåøå-íèå ñèñòåìû (��), à çíà÷èò, è ñèñòåìû (�). Ïðèäàâàÿ ñâîáîäíûì íåèç-âåñòíûì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ P , ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ðåøåíèÿñèñòåìû (�).Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëîâîå ïîëå P áåñêîíå÷íî, òîñèñòåìà (�) áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.3 Èòàê, ÷òîáû ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì�àóññà, ñëåäóåò:1) âûïèñàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ïðèâåñòè åå ê ñòó-ïåí÷àòîé ìàòðèöå A ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê;2) çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõóðàâíåíèé è â çàâèñèìîñòè îò âèäà ìàòðèöû A íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû. Ïðèìåð. �åøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóññà.8<: �x1 + 2x2 � x3 + x4 = 1;�3x1 + x2 + 2x3 = 2;4x1 � 3x2 � x3 � x4 = �3:�åøåíèå.0� �1 2 �1 1 1�3 1 2 0 24 �3 �1 �1 �3 1A II+I�(�3)�III+I�4 0� �1 2 �1 1 10 �5 5 �3 �10 5 �5 3 1 1A III+II�1� 39



� 0� �1 2 �1 1 10 �5 5 �3 �10 0 0 0 0 1AÑîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ñèñòåìà èìååò âèä� �x1 + 2x2 � x3 + x4 = 1;� 5x2 + 5x3 � 3x4 = �1:Íåèçâåñòíûå x1 è x2 áóäóò ãëàâíûìè, à x3 è x4 � ñâîáîäíûìè.Ïåðåíåñåì ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé� �x1 + 2x2 = 1 + x3 � x4;� 5x2 = �1 � 5x3 + 3x4:Ïðèäàäèì ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûì ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ.Ïóñòü x3 = �, x4 = �, ãäå �; � 2 P . Òîãäà� �x1 + 2x2 = 1 + � � �;� 5x2 = �1 � 5� + 3�;îòêóäà x2 = 15 + � � 35�;x1 = �35 + � � 15�:Îòâåò: x1 = �35 + � � 15�;x2 = 15 + � � 35�;x3 = �;x4 = �; ãäå �; � 2 P:�3. Ïðàâèëî Êðàìåðà è ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé1 �àáðèýëü Êðàìåð (1704�1752) � øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê.Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ êðàìåðîâñêîé, åñëè âû-ïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:1) ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ;2) îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ.Êàê è ïðåæäå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéíàä ÷èñëîâûì ïîëåì P .Òåîðåìà 1 (ïðàâèëî Êðàìåðà). Êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåé-40



íûõ óðàâíåíèé(�) 8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1;a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an1x1 + an2x2 + : : :+ annxn = bnèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåx1 = �1� ; x2 = �2� ; : : : ; xn = �n� ;ãäå � � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (�), à �i � îïðåäåëèòåëü, ïî-ëó÷åííûé èç � çàìåíîé ñòîëáöà êîý��èöèåíòîâ ïðè xi ñòîëáöîì ñâî-áîäíûõ êîý��èöèåíòîâ, i = 1; 2; : : : ; n.2 Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Êðàìåðà äàåò åùå îäèí ñïîñîá ðåøå-íèÿ êðàìåðîâñêîé ñèñòåìû, êîòîðûé íàçûâàþò ìàòðè÷íûì ìåòîäîì.Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåãî ìàòðè÷íîãî ðàâåíñòâà: X == A�1B, ãäå X � ìàòðèöà-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ, A � ìàòðèöà ñèñòåìû(�), B � ìàòðèöà-ñòîëáåö ñâîáîäíûõ êîý��èöèåíòîâ.Ïðèìåð. �åøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé� x1 � 2x2 = �1;2x1 � 3x2 = �1:à) ïî ïðàâèëó Êðàìåðà; á) ìàòðè÷íûì ìåòîäîì.�åøåíèå. Òàê êàê ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû ðàâíî ÷èñëó íåèç-âåñòíûõ è � = ����1 �22 �3���� = �3 + 4 = 1 6= 0;òî äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé.à) �åøèì ñèñòåìó ïî ïðàâèëó Êðàìåðà:�1 = �����1 �2�1 �3���� = 3� 2 = 1; x1 = �1� = 1;�2 = ����1 �12 �1���� = �1 + 2 = 1; x1 = �1� = 1:á) Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûé ìåòîä. ÍàõîäèìA�1 = �1 �22 �3��1 = 1� �A11 A21A12 A22� = ��3 2�2 1� : 41



Òîãäà �x1x2� = A�1B = ��3 2�2 1���1�1� = �11� ;îòêóäà x1 = 1, x2 = 1.Îòâåò: x1 = x2 = 1.�4. �àíã ìàòðèöû1 Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà n� k íàä ÷èñëîâûì ïîëåìP . Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî r 6 minfn; kg. Âûäåëèì â ìàòðèöåA ïðîèçâîëüíî r ñòðîê ñ íîìåðàìè i1 < i2 < : : : < ir è r ñòîëáöîâ ñíîìåðàìè j1 < j2 < : : : < jr. Èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, ñòîÿùèõ íàïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñîñòàâèì îïðåäåëèòåëü r-ãîïîðÿäêà ��������ai1j1 ai1j2 : : : ai1jrai2j1 ai2j2 : : : ai2jr: : : : : : : : : : : : : : : : : : :airj1 airj2 : : : airjr
�������� :Ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàþò ìèíîðîì r-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A.Â ïóíêòå 6 �3 òåìû 4 ìû îïðåäåëèëè ìèíîð Mkl ýëåìåíòà aklêâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n. Î÷åâèäíî, ÷òîMkl ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì(n� 1)-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A.Âàæíîå ñâîéñòâî ìèíîðîâ äàåò ñëåäóþùàÿËåììà 1. Åñëè â ìàòðèöå A âñå ìèíîðû r-ãî ïîðÿäêà ðàâíû íó-ëþ, òî ðàâíû íóëþ è âñå ìèíîðû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, åñëè èõ ìîæíîñîñòàâèòü.2 �àíãîì íåíóëåâîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå÷èñëî r, ÷òî ñðåäè ìèíîðîâ r-ãî ïîðÿäêà åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, à âñåìèíîðû (r + 1)-ãî ïîðÿäêà, åñëè èõ ìîæíî ñîñòàâèòü, ðàâíû íóëþ. �àíãíóëåâîé ìàòðèöû ñ÷èòàþò ðàâíûì íóëþ. �àíã ìàòðèöû A îáîçíà÷àþòr(A). Ââèäó ëåììû 1 ðàíã íåíóëåâîé ìàòðèöû A � ýòî íàèâûñøèé ïî-ðÿäîê ìèíîðà ìàòðèöû A, îòëè÷íîãî îò íóëÿ.Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè îïðåäåëèòåëü íå èç-ìåíÿåòñÿ, òî î÷åâèäíî, ÷òî ìèíîðû ìàòðèöû A è ìèíîðû ìàòðèöûAT áóäóò èìåòü îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = r(AT ).3 Ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû îñíîâàí íàñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.42



Òåîðåìà 1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ìàòðèöûåå ðàíã íå èçìåíÿåòñÿ.Ñëåäñòâèå 1. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê íåâû-ðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îñòàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.Òåîðåìà 2. �àíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó åå íåíóëå-âûõ ñòðîê.Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò ïðîñòîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðè-öû A:1) ïðèâåñòè ìàòðèöó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýëåìåí-òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê;2) ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ïîëó÷èâøåéñÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû áó-äåò ðàíãîì ìàòðèöû A.�5. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè1 Ýòà òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé.Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëè. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìûðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû.2 Çàìå÷àíèå 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåë-ëè ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçìîæåíîäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ:1) ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû r(A) íå ðàâåí ðàíãó r(B) ðàñøèðåííîéìàòðèöû ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåñîâìåñòíà;2) r(A) = r(B) = n, ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Â ýòîì ñëó÷àåñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå;3) r(A) = r(B) < n. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò áîëåå îäíî-ãî ðåøåíèÿ. Åñëè ÷èñëîâîå ïîëå P áåñêîíå÷íî, òî è ðåøåíèé ñèñòåìûáóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.Çàìå÷àíèå 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ïî-êàçûâàåò, ÷òî åñëè r(A) = r(B) = r < n, òî íåèçâåñòíûå ðàçäåëÿþòñÿíà äâå ãðóïïû: òå, êîòîðûì ïðèäàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ (â ìå-òîäå �àóññà ìû èõ íàçâàëè ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè), è òå, êîòîðûåâûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîáîäíûå (â ìåòîäå �àóññà � ãëàâíûå íåèçâåñò-íûå). Ïðè÷åì, ãëàâíûìè íåèçâåñòíûìè ìîãóò áûòü ëþáûå r íåèçâåñò-íûõ, êîý��èöèåíòû êîòîðûõ â ìàòðèöå ñèñòåìû ñîñòàâëÿþò íåíóëå-âîé ìèíîð r-ãî ïîðÿäêà. 43



Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó íà ñîâìåñòíîñòü. Ñîâìåñòíóþ ñè-ñòåìó ðåøèòü ïî ïðàâèëó Êðàìåðà.8<: x1 + 3x2 + 2x3 = 1;2x1 + 2x2 � 3x3 = 9;�x1 + x2 + 5x3 = �8:�åøåíèå. Èññëåäóåì ñèñòåìó íà ñîâìåñòíîñòü:0� 1 3 2 12 2 �3 9�1 1 5 �8 1A II+I�(�2)�III+I 0� 1 3 2 10 �4 �7 70 4 7 �7 1A III+II�1�
� 0� 1 3 2 10 �4 �7 70 0 0 0 1A :Â ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñèñòåìû äî ÷åðòû çàïèñàíà ìàòðèöà ñè-ñòåìû. Ìû ïðèâåëè ýòè ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó îäíîâðåìåííî.Òàê êàê ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê â ñòóïåí÷àòîì âèäåìàòðèöû, òî ðàíã r(A) ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí 2, è ðàíã r(B) ðàñøè-ðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû òàêæå ðàâåí 2. Ïîñêîëüêó r(A) = r(B), òî ïîòåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà.Òàê êàê r(A) = 2, òî jAj = 0, à çíà÷èò, äàííàÿ ñèñòåìà êðàìåðîâ-ñêîé íå ÿâëÿåòñÿ.Ïîñêîëüêó r(A) = r(B) ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà èìå-åò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì R . Òàê êàê îïðåäå-ëèòåëü èç êîý��èöèåíòîâ ïðè x2 è x3 âî âòîðîì è òðåòüåì óðàâíåíèÿõîòëè÷åí îò íóëÿ � = ���� 2 �31 5 ���� = 10 + 3 = 13 6= 0;òî â êà÷åñòâå ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ìîæíî âçÿòü x2 è x3, à â ñèñòåìåîñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëèòåëþ � óðàâíåíèÿ� 2x1 + 2x2 � 3x3 = 9;�x1 + x2 + 5x3 = �8:Ïóñòü ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ x1 = � � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñè-ñòåìà(�) � 2x2 � 3x3 = 9� 2�;x2 + 5x3 = �8 + �áóäåò êðàìåðîâñêîé îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ x2 è x3,44



Íàõîäèì�2 = ����9� 2� �3�8 + � 5 ���� = 5(9� 2�) + 3(�8 + �) = 21� 7�;�3 = ����2 9� 2�1 �8 + ����� = 2(�8 + �)� (9� 2�) = �25 + 4�:Òîãäà x2 = �2� = 21� 7�13 = 2113 � 713�;x3 = �3� = �25 + 4�13 = �2513 + 413�:Îòâåò: ñèñòåìà ñîâìåñòíà è èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé íàä R :x2 = 2113 � 713�,x3 = �2513 + 413�,x1 = � � ëþáîå ÷èñëî èç R .�6. Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÑèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè âñå ñâî-áîäíûå êîý��èöèåíòû ñèñòåìû ðàâíû íóëþ.Ïóñòü äàíà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(�) 8>><>>: a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = 0;a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = 0;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :ak1x1 + ak2x2 + : : :+ aknxn = 0:Î÷åâèäíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (�) âñåãäà ñîâìåñòíà, òàê êàêîíà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå x1 = 0, x2 = 0; : : :, xn = 0. Ââèäó ýòîãî äëÿîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îñóùåñòâîâàíèè íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò íåîáõîäè-ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà.Òåîðåìà 1. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìûìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà èìååò íåíó-ëåâîå ðåøåíèå.Ñëåäñòâèå 2. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n45



íåèçâåñòíûìè èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû ðàâåí íóëþ.Òåìà 6. Ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé�1. Ïîñòðîåíèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ1 Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåçB ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå óïîðÿäî÷åí-íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèf = (f0; f1; : : : ; fn; : : :); fi 2 A;ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Â êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè ðàâíû íóëåâîìó ýëåìåíòó 0 êîëüöà A. Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f == (f0; f1; : : :) è g = (g0; g1; : : :) áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè è ïèñàòü f = gòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà fi = gi äëÿ i = 0; 1; : : :.Ââåäåì íà ìíîæåñòâå B îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:1) f + g = (f0; f1; : : :) + (g0; g1; : : :) = (f0 + g0; f1 + g1; : : :);2) f � g = (f0; f1; : : :)(g0; g1; : : :) = (h0; h1; : : :), ãäå hk = Pi+j=k fi � gj,k = 0; 1; : : :. Â ÷àñòíîñòè, h0 = f0g0, h1 = f0g1+f1g0, h2 = f0g2+f1g1+f2g0è ò. ä. 2 Ëåììà 1.Ìíîæåñòâî B ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáå-ëåâîé ãðóïïîé.3 Ëåììà 2. Ìíîæåñòâî B ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿïîëóãðóïïîé ñ åäèíèöåé.4 Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî B ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíî-æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.5 Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîëüöî A êîììóòàòèâíîå, òî êîëüöî B òàê-æå ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � ïîëå, òî êîëüöî Bêîììóòàòèâíî.6 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà (a; 0; 0; : : :), a 2 A, ñêëàäûâàþòñÿ èóìíîæàþòñÿ òàê æå, êàê ýëåìåíòû êîëüöà A:(a; 0; : : :) + (b; 0; : : :) = (a+ b; 0; : : :);(a; 0; : : :)(b; 0; : : :) = (ab; 0; : : :):46



Ýòî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñîîòâåòñòâóþ-ùèìè ýëåìåíòàìè èç A. Ïîëîæèì (a; 0; : : :) = a 2 A. Òåì ñàìûì ýëåìåí-òû êîëüöà A ñòàíîâÿòñÿ ýëåìåíòàìè êîëüöà B.Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0; 1; 0; : : :) = x è íàçîâåì x ïåðå-ìåííîé íàä êîëüöîì A. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òîx2 = (0; 0; 1; 0; : : :);x3 = (0; 0; 0; 1; 0; : : :);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xn = (0; : : : ; 0| {z }n ; 1; 0; : : :):Êðîìå òîãî akxk = (ak; 0; : : :) � (0; : : : ; 0| {z }k ; 1; 0; : : :) = (0; : : : ; 0| {z }k ; ak; 0; : : :).Òàêèì îáðàçîì, åñëè f = (a0; a1; : : : ; an; 0; : : :), ãäå an � ïîñëåäíèéíåíóëåâîé ýëåìåíò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f , òîf = (a0; 0; : : :) + (0; a1; 0; : : :) + (0; 0; a2; 0; : : :) + : : :: : :+ (0; : : : ; 0; an; 0; : : :) = a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn:Èòàê, êîëüöîB = ff(x) = a0 + a1x+ a2x2 + : : :+ anxn j ai 2 A; n 2 Z; n > 0g:Ýòî êîëüöî íàçûâàþò êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîëüöîì A îò îäíîé ïå-ðåìåííîé x è îáîçíà÷àþò A[x℄. Ýëåìåíòû f(x) 2 A[x℄ íàçûâàþò ìíîãî-÷ëåíàìè èëè ïîëèíîìàìè. Áîëåå ïðèâû÷íîé ÿâëÿåòñÿ çàïèñü ìíîãî÷ëåíàïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì x, ò. å. â âèäåf(x) = anxn + an�1xn�1 + : : :+ a1x+ a0:Ýëåìåíòû a0; a1; : : : ; an íàçûâàþò êîý��èöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà f(x).Êîý��èöèåíò a0 íàçûâàþò ñâîáîäíûì êîý��èöèåíòîì, an � ñòàðøèìêîý��èöèåíòîì, à ÷èñëî n � ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x), êîòîðóþ îáî-çíà÷àþò deg f .Íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàþò ìíîãî÷ëåí f(x), ó êîòîðîãî âñåêîý��èöèåíòû ðàâíû íóëåâîìó ýëåìåíòó êîëüöà A. Ñòåïåíü íóëåâîãîìíîãî÷ëåíà ñ÷èòàþò ðàâíîé (�1), ïðè÷åì ñòåïåíü �1 < n äëÿ ëþáîãîn = 0; 1; : : :. Åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) = a0, ãäå a0 6= 0, òî deg f(x) = 0.Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1, ò. å. f(x) = a1x + a0 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìèìíîãî÷ëåíàìè, à ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2 � êâàäðàòíûìè.7 Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèé ðàâåíñòâà, ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå äàíû â 1 , ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî: 47



1) äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) è g(x) èç êîëüöà A[x℄ ðàâíû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ðàâíû èõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x;2) ïðè ñëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ ñêëàäûâàþòñÿ êîý��èöèåíòû ïðèîäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x;3) ïðè óìíîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ èõ ïåðåìíîæàþò, ðàñêðûâàÿ ñêîáêèè ïðèâîäÿ ïîäîáíûå.Î÷åâèäíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñòåïåíåé:deg(f(x) + g(x)) 6 maxfdeg f(x); deg g(x)g;deg(f(x) � g(x)) 6 deg f(x) + deg g(x);ïðè÷åì, åñëè â êîëüöå A íåò äåëèòåëåé íóëÿ, òî(�) deg(f(x) � g(x)) = deg f(x) + deg g(x):Èòàê, åñëè P � ïîëå, òî êîëüöî P [x℄ � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñåäèíèöåé, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (�).�2. Äåëèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâÒàê êàê ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé x îáðàçóþò êîëüöî, òîìíîãèå èõ ñâîéñòâà ïîõîæè íà ñâîéñòâà öåëûõ ÷èñåë â êîëüöå Z.Ïóñòü P � ïîëå. Âñþäó â ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ðàññìàòðèâàòüìíîãî÷ëåíû èç êîëüöà P [x℄.1 Îïðåäåëåíèå 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) äåëèòìíîãî÷ëåí f(x), åñëè â êîëüöå P [x℄ ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí h(x),÷òî f(x) = g(x)h(x). Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò: g(x) j f(x). Ìíîãî÷ëåí g(x)íàçûâàþò äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x), à h(x) � ÷àñòíûì ïðè äåëåíèèf(x) íà g(x). Åñëè g(x) j f(x), òî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî f(x) äåëèòñÿ íàg(x) è ïèøóò f(x) ... g(x).Ñâîéñòâà äåëèìîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ñ�îðìóëèðóåì â ñëåäóþùåé ëåì-ìå. Ëåììà 1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà P [x℄ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå ñâîéñòâà:1) f(x) ... f(x);2) åñëè f(x) ... g(x), g(x) ... h(x), òî f(x) ... h(x);3) åñëè h(x) j f(x) è h(x) j g(x), òî äëÿ ëþáûõ u(x), v(x) 2 P [x℄âåðíî h(x) j (u(x)f(x) + v(x)g(x));4) f(x) ... a, äëÿ âñåõ a 2 P#;5) åñëè f(x) ... g(x), òî f(x) ... ag(x) äëÿ âñåõ a 2 P#;48



6) åñëè f(x) ... g(x) è g(x) ... f(x), òî f(x) = ag(x) äëÿ íåêîòîðîãîa 2 P#;7) f(x) ... g(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà af(x) ... g(x) äëÿ ëþáîãîa 2 P#.2 Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, êàê è äëÿ öåëûõ ÷èñåë, ñïðàâåäëèâà òåîðåìàî äåëåíèè ñ îñòàòêîì.Òåîðåìà (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ). Äëÿ äàí-íûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) 2 P [x℄ è g(x) 2 P [x℄# ñóùåñòâóþò è ïðèòîìåäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû q(x) è r(x) èç êîëüöà P [x℄ òàêèå, ÷òî f(x) == g(x)q(x) + r(x), ãäå deg r(x) < deg g(x).Ìíîãî÷ëåí q(x) íàçûâàþò íåïîëíûì ÷àñòíûì, à r(x) � îñòàòêîìïðè äåëåíèè f(x) íà g(x).3 Îïðåäåëåíèå 2.2. Åñëè ìíîãî÷ëåí d(x) äåëèò ìíîãî÷ëåíûf(x) è g(x), òî d(x) íàçûâàåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) èg(x). Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) íàçûâàåò-ñÿ îáùèé äåëèòåëü d(x) ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé äåëèòñÿ íà ëþáîé îá-ùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). Îáîçíà÷àåòñÿ: ÍÎÄ(f(x); g(x)).Â îòëè÷èå îò öåëûõ ÷èñåë ÍÎÄ(f(x); g(x)) îïðåäåëÿåòñÿ íåîä-íîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÍÎÄ(f(x); g(x)) = d(x), òî ââèäóñâîéñòâà 7) ëåììû 1 ìíîãî÷ëåí ad(x) òàêæå áóäåò ÍÎÄ(f(x); g(x))äëÿ ëþáîãî a 2 P#. Ñëåäóþùàÿ ëåììà îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî âñåõÍÎÄ(f(x); g(x)).Ëåììà 2. Åñëè d(x) = ÍÎÄ(f(x); g(x)), òî fad(x) j a 2 P#gåñòü ìíîæåñòâî âñåõ íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé ìíîãî÷ëåíîâ f(x)è g(x).Ñðåäè âñåõ ÍÎÄ(f(x); g(x)) âûäåëèì òîò, ó êîòîðîãî ñòàðøèé êî-ý��èöèåíò ðàâåí 1. Îáîçíà÷èì åãî ÍÎÄ1(f(x); g(x)). Ââèäó ëåììû 2î÷åâèäíî, ÷òî ÍÎÄ1(f(x); g(x)) îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ f(x) è g(x) îäíîçíà÷-íî. Ëåììà 3. Åñëè f(x) = g(x)q(x) + r(x), òî ÍÎÄ1(f(x); g(x)) == ÍÎÄ1(g(x); r(x)).4 �àññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è íàõîæäåíèè ÍÎÄ äâóõìíîãî÷ëåíîâ.Èç îïðåäåëåíèÿ 2.2 íåòðóäíî çàìåòèòü:1) åñëè g(x) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, òî ÍÎÄ(g(x); g(x)) íå ñóùåñòâó-åò; 2) åñëè g(x) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí, à f(x) � íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåíèç êîëüöà P [x℄, òî ÍÎÄ(f(x); g(x)) = f(x); 49



3) ÍÎÄ(f(x); g(x)) = g(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) j f(x).Ïóñòü òåïåðü g(x) 2 P [x℄# è g(x) íå äåëèò f(x). Èñïîëüçóÿ òåîðåìóî äåëåíèè ñ îñòàòêîì, ìû ìîæåì ñîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ
(�) f(x) = g(x)q1(x) + r1(x);g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x);r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :rn�2(x) = rn�1(x)qn(x) + rn(x);rn�1(x) = rn(x)qn+1(x);ãäå(��) deg g(x) > deg r1(x) > deg r2(x) > : : :: : : > deg rn�1(x) > deg rn(x) > 0:Íåðàâåíñòâà (��) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàâåíñòâà (�) îáÿçàòåëüíî çàêîí÷àòñÿ,ò.å. íà êàêîì-òî øàãå îñòàòîê ïðè äåëåíèè ñòàíåò ðàâíûì íóëþ. Ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ (�) íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ ìíîãî-÷ëåíîâ f(x) è g(x).Òåîðåìà (î íàõîæäåíèè ÍÎÄ ìíîãî÷ëåíîâ).Íàèáîëüøèé îá-ùèé äåëèòåëü ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) ñóùå-ñòâóåò. Åñëè g(x) j f(x), òî ÍÎÄ(f(x); g(x)) = g(x). Åñëè æå g(x) íåäåëèò f(x), òî ÍÎÄ(f(x); g(x)) ðàâåí ïîñëåäíåìó íåíóëåâîìó îñòàòêóâ àëãîðèòìå Åâêëèäà ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x).5 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èñ-õîäíûå ìíîãî÷ëåíû.Òåîðåìà (î ëèíåéíîì âûðàæåíèè ÍÎÄ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ).Åñëè d(x) = ÍÎÄ(f(x); g(x)), òî â êîëüöå P [x℄ ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëå-íû u(x) è v(x) òàêèå, ÷òî d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).6 Îïðåäåëåíèå 2.3. Ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) íàçûâàþòñÿ âçà-èìíî ïðîñòûìè, åñëè ÍÎÄ1(f(x); g(x)) = 1.Ñâîéñòâà âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 4. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà P [x℄ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-ùèå óòâåðæäåíèÿ:1) ìíîãî÷ëåíû f(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) èç êîëüöà P [x℄ òàêèå, ÷òîu(x)f(x) + v(x)g(x) = 1;2) åñëè ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ f(x)�g(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåíh(x), ïðè÷åì f(x) è h(x) âçàèìíî ïðîñòû, òî g(x) ... h(x).50



�3. Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû1 Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü P � ïîëå, f(x) � ìíîãî÷ëåí èç êîëü-öà P [x℄, ñòåïåíü êîòîðîãî áîëüøå èëè ðàâíà 1. Ïî ëåììå 1 èç �2 f(x)äåëèòñÿ íà a è íà af(x), ãäå a � íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ P . Åñëè f(x) íåèìååò â êîëüöå P [x℄ äðóãèõ äåëèòåëåé, òî îí íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûìíàä ïîëåì P . Ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä ïîëåìP , íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì íàä ïîëåì P .Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè f(x) � íåïðèâîäèì íàä ïîëåì P , òî åãîíåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ f(x) = f1(x)f2(x), ãäå 1 66 deg f1(x) < deg f(x) è 1 6 deg f2(x) < deg f(x).Ïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà çàâèñèò îò ïîëÿ, íàä êîòîðûì ðàññìàò-ðèâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí f(x) = x2+1 íåïðèâîäèì íàäïîëåì R , íî ïðèâîäèì íàä ïîëåì C , òàê êàê f(x) = (x+ i)(x� i).2 Ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèâåäåì â ñëåäóþùåéëåììå.Ëåììà 1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì P ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ:1) ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè íåïðèâîäèì íàä ïîëåì P ;2) åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì P , òî ìíîãî÷ëåíaf(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì P äëÿ ëþáîãî a 2 P#;3) åñëè f(x) � íåïðèâîäèìûé íàä P ìíîãî÷ëåí, òî äëÿ ëþáîãîìíîãî÷ëåíà g(x) ëèáî f(x) j g(x), ëèáî f(x) è g(x) âçàèìíî ïðîñòû;4) åñëè ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ g(x)h(x) äåëèòñÿ íà íåïðèâîäè-ìûé ìíîãî÷ëåí f(x), òî ëèáî g(x) ... f(x), ëèáî h(x) ... f(x).3 Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îñíîâíîé òåîðåìûàðè�ìåòèêè â êîëüöå öåëûõ ÷èñåë Z.Òåîðåìà 1. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ïîëåì P ñòåïåíè áîëü-øåé èëè ðàâíîé 1 ëèáî íåïðèâîäèì íàä P , ëèáî ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîâ.Åñëè èìåþòñÿ äâà òàêèõ ðàçëîæåíèÿ f(x) = '1(x) : : :'s(x) = h1(x) : : :: : : ht(x), òî s = t è ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè hi(x) = ai'i(x), ãäåai 2 P#, i = 1; 2 : : : ; t.4 Ìû äîáüåìñÿ ïîëíîé îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíàf(x) èç êîëüöà P [x℄ íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì P ìíîæèòåëè, åñëè èçêàæäîãî òàêîãî ìíîæèòåëÿ âûíåñåì åãî ñòàðøèé êîý��èöèåíò. Â ðå-51



çóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçëîæåíèåf(x) = ap1(x) : : : ps(x);ãäå a 2 P#, p1(x); : : : ; ps(x) � íåïðèâîäèìûå íàä P ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàð-øèì êîý��èöèåíòîì 1.Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìíîãî÷ëåí ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 1 íà-çûâàþò óíèòàðíûì ìíîãî÷ëåíîì.Îïðåäåëåíèå 3.3. Ïóñòü p(x)� íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì P ìíî-ãî÷ëåí, f(x) � ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà P [x℄. Åñëè pk(x) j f(x), à pk+1(x) íåäåëèò f(x), òî p(x) íàçûâàþò k-êðàòíûì íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåììíîãî÷ëåíà f(x). Åñëè k = 0, òî êàê è â ÷èñëàõ p0(x) = 1 è p(x) íàçû-âàåòñÿ 0-êðàòíûì íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x). Åñëèk = 1, òî p(x) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì f(x).Òåïåðü â ðàçëîæåíèè f(x) = ap1(x) : : : ps(x), ãäå a 2 P#, p1(x); : : :: : : ; ps(x) � óíèòàðíûå íåïðèâîäèìûå íàä P ìíîãî÷ëåíû, ñîáåðåì îäèíà-êîâûå ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f(x)íàä ïîëåì P : f(x) = ap�11 (x) : : : p�kk (x):Òàê æå êàê è â öåëûõ ÷èñëàõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî-÷ëåíîâ ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ èõ êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ.Òåîðåìà 2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f(x) èg(x) èç êîëüöà P [x℄, ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå èëè ðàâíà 1, ðàâåí ïðîèç-âåäåíèþ óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíîâ, îäíîâðå-ìåííî âõîäÿùèõ â êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ f(x) è g(x) íàä ïîëåì P .Êàæäûé òàêîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí áåðåòñÿ ñ ïîêàçàòåëåì ñòå-ïåíè, ðàâíûì ìåíüøåé èç åãî êðàòíîñòåé â f(x) è g(x).�4. Ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà1 Òåîðåìà 1 èç �3 èìååò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå, òàêêàê íå äàåò îáùåãî ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûåìíîæèòåëè. Áîëåå òîãî, äàæå íà âîïðîñ î íåïðèâîäèìîñòè äàííîãî ìíî-ãî÷ëåíà íàä äàííûì ïîëåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò èñ÷åðïûâàþùåãî îò-âåòà. Îáùåå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìû óêàæåì ëèøü äëÿ ïîëåé R è C .Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âûÿñíèòü, èìååò ëèäàííûé ìíîãî÷ëåí f(x) êðàòíûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè è â ñëó÷àåïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà ñâîäÿùèé çàäà÷ó ðàçëîæåíèÿ f(x) íà íåïðèâîäè-52



ìûå ìíîæèòåëè ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíü-øåé ñòåïåíè.2 Ïóñòü P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíàf(x) = anxn + an�1xn�1 + : : : + a1x + a0 èç êîëüöà P [x℄ îïðåäåëèì åãîïðîèçâîäíóþ êàê ìíîãî÷ëåíf 0(x) = nanxn�1 + (n� 1)an�1xn�2 + : : :+ a1:Òàê êàê P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, òî ñòàðøèé êîý��èöèåíònan 6= 0. Ïîýòîìó, åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, òî ïðîèçâîäíàÿf 0(x) èìååò ñòåïåíü (n� 1).Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà ñîõðàíÿþòñÿ âñåïðàâèëà äè��åðåíöèðîâàíèÿ:1) (
f(x))0 = 
 � f 0(x) äëÿ ëþáîãî 
 2 P ;2) (f(x) + g(x))0 = f 0(x) + g0(x);3) (f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x);4) ((f(x))k)0 = kf k�1(x) � f 0(x).Ëåììà 1. Åñëè P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, f(x) 2 P [x℄è p(x) � k-êðàòíûé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà f(x), òîîí ÿâëÿåòñÿ (k � 1)-êðàòíûì ìíîæèòåëåì ïðîèçâîäíîé f 0(x) äëÿ k >> 1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè p(x) � ïðîñòîé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëüìíîãî÷ëåíà f(x), òî p(x) íå âõîäèò â ðàçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûåìíîæèòåëè íàä P ìíîãî÷ëåíà f 0(x).Èç òåîðåìû 2 �3 è ëåììû 1 ñëåäóåòÒåîðåìà 1. Ïóñòü P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, f(x) 22 P [x℄. Åñëè f(x) = ap�11 (x) : : : p�nn (x) � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ìíî-ãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì P , òîÍÎÄ(f(x); f 0(x)) = p�1�11 (x) : : : p�n�1n (x):Â ÷àñòíîñòè, f(x) íå ñîäåðæèò êðàòíûõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåéòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âçàèìíî ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé.Òàêèì îáðàçîì, åñëè d(x) = ÍÎÄ(f(x); f 0(x)) 6= 1, òî ìíîãî÷ëåíf(x) îáëàäàåò êðàòíûìè íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè. �àçäåëèâ f(x)íà d(x), ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí g(x) = ap1(x) : : : pn(x), êîòîðûé èìååò òî÷-íî òàêèå æå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè êàê ìíîãî÷ëåí f(x). Òàê êàê f(x)èìååò êðàòíûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, òî deg g(x) < deg f(x). Åñëèíåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà g(x) óäàåòñÿ íàéòè, òî ìîæíî íàé-òè êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå è ìíîãî÷ëåíà f(x). 53



�5. Êîðíè ìíîãî÷ëåíà1 Ïóñòü P � ïîëå è ìíîãî÷ëåí f(x) = anxn+an�1xn�1+: : :+a1x++ a0 ïðèíàäëåæèò êîëüöó P [x℄. Åñëè 
 � ýëåìåíò ïîëÿ P , òî ýëåìåíòf(
) = an
n + an�1
n�1 + : : : + a1
 + a0 ïîëÿ P íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåììíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = 
. Ýëåìåíò 
 2 P íàçûâàþò êîðíåì ìíîãî÷ëåíàf(x), åñëè f(
) = 0.Òåîðåìà (Áåçó). Ýëåìåíò 
 2 P ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíàf(x) 2 P [x℄ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ... (x� 
).2 Òåîðåìà Áåçó ñâÿçûâàåò ïîíÿòèå êîðíÿ x0 ìíîãî÷ëåíà f(x) ñíåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì (x � x0) ýòîãî ìíîãî÷ëåíà: ýëåìåíò x0 ÿâ-ëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x � x0)ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x).Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 5.1. Ýëåìåíò x0 2 P íàçûâàåòñÿ k-êðàòíûì êîð-íåì ìíîãî÷ëåíà f(x) 2 P [x℄, åñëè (x�x0) ÿâëÿåòñÿ k-êðàòíûì íåïðèâî-äèìûì ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x), ò. å. åñëè (x � x0)k äåëèò f(x), à(x� x0)k+1 íå äåëèò f(x). Åñëè k = 1, òî x0 íàçûâàþò ïðîñòûì êîðíåììíîãî÷ëåíà f(x).Òîãäà ââèäó ëåììû 1 è òåîðåìû 1 èç �4 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåóòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü êðàòíîñòåé êîðíÿ ìíîãî÷ëå-íà è åãî ïðîèçâîäíîé.Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè, ìíîãî-÷ëåí f(x) 2 P [x℄ è x0 2 P � k-êðàòíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), ãäåk 2 N . Òîãäà x0 � (k � 1)-êðàòíûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé f 0(x). Â ÷àñò-íîñòè, åñëè x0 � ïðîñòîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî f 0(x0) 6= 0.Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � ïîëå íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè è ìíîãî-÷ëåí f(x) 2 P [x℄. Ìíîãî÷ëåí f(x) íå èìååò â ïîëå P êðàòíûõ êîðíåéòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âçàèìíî ïðîñò ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé.3 Ïóñòü 
1; : : : ; 
n � âñå êîðíè íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) 22 P [x℄, ïðèíàäëåæàùèå ïîëþ P è èìåþùèå êðàòíîñòè �1; �2; : : : ; �n ñî-îòâåòñòâåííî. Òîãäà ââèäó òåîðåìû Áåçóf(x) = (x� 
1)�1 : : : (x� 
n)�ng(x)äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) 2 P [x℄, è íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþòåîðåìó.Òåîðåìà 3. ×èñëî âñåõ êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà, ó÷èòûâàÿèõ êðàòíîñòè, íå ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.54



4 Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) = xn+an�1xn�1+ : : :+a1x+a0èç êîëüöà P [x℄ èìååò â ïîëå P ðîâíî n êîðíåé 
1; 
2; : : : ; 
n, òî ñïðàâåä-ëèâû �îðìóëû Âèåòà, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñ åãîêîý��èöèåíòàìèan�1 = �(
1 + 
2 + : : :+ 
n);an�2 = 
1
2 + : : :+ 
1
n + 
2
3 + : : : 
2
n + : : :++
n�1
n = P16i1<i26n 
i1
i2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an�k = (�1)k P16i1<i2<:::<ik6n 
i1
i2 : : : 
ik ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :a0 = (�1)n
1
2 : : : 
n:Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2 è P = R , ïîëó÷àåì èçâåñòíûå �îðìóëû Âèåòà,êîòîðûå ðàññìàòðèâàëèñü â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè: äâà ÷èñëà 
1è 
2 2 R ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = x2 + px + qòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
1 + 
2 = �p, 
1 � 
2 = q.�6. Ñõåìà �îðíåðàÑõåìà �îðíåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíûé ñïîñîá äåëåíèÿ ìíî-ãî÷ëåíà f(x) èç êîëüöà P [x℄ íà ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí (x � 
), ãäå 
 �ýëåìåíò ïîëÿ P .1 Ïóñòü ìíîãî÷ëåí f(x) = anxn + an�1xn�1 + : : : + a1x + a0 ïðèäåëåíèè íà (x� 
) èìååò íåïîëíîå ÷àñòíîå q(x) = bn�1xn�1 + bn�2xn�2 ++ : : :+b1x+b0 è îñòàòîê r(x), ò. å. f(x) = (x�
)q(x)+r(x). Ïðåäñòàâëÿÿïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì x èó÷èòûâàÿ, ÷òî r(x) = f(
) 2 P , íåòðóäíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèå �îðìó-ëû: bn�1 = an;bn�2 = 
 � bn�1 + an�1;bn�3 = 
 � bn�2 + an�2;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :b1 = 
 � b2 + a2;b0 = 
 � b1 + a1;f(
) = 
 � b0 + a0:Ýòè ðàâåíñòâà óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû, çàïîëíÿÿ êëåòêè íèæ-íåé ñòðîêè ïî ñõåìàì 55



1) an#bn�12) akbk�1 = 
 � bk + # , k = n� 2; : : : ; 1.3) a0f(
) = 
 � b0 + # .Òàáëèöà ñõåìû �îðíåðàan an�1 an�2 : : : a2 a1 a0
 bn�1 bn�2 bn�3 : : : b1 b0 f(
)2 Ïðèìåð. Â êîëüöå Q (x) ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = �3x4 ++ 2x2 � 3x+ 1 íà (x+ 1) ñ îñòàòêîì.�åøåíèå. Ïðèìåíèì ñõåìó �îðíåðà.�3 0 2 �3 1�1 �3 3 �1 �2 3Òàêèì îáðàçîì, q(x) = �3x3+3x2�x�2� íåïîëíîå ÷àñòíîå, à f(�1) = 3� îñòàòîê ïðè äåëåíèè f(x) íà (x+ 1).�7. Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë1 Íàïîìíèì, ÷òî â �3 òåìû 3 ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ îñíîâíîé òåî-ðåìîé àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ñ�îðìóëèðóåì ýòó òåîðåìó íåñêîëü-êî èíà÷å.Òåîðåìà 1 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë). Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè áîëüøåé èëè ðàâíîé 1 èç êîëüöàC [x℄ èìååò â ïîëå C õîòÿ áû îäèí êîðåíü.Îïðåäåëåíèå 7.1. Ïîëå P íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè çàìêíó-òûì, åñëè êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) 2 P [x℄ ñòåïåíè áîëüøåé èëè ðàâíîé1 èìååò â ýòîì ïîëå õîòÿ áû îäèí êîðåíü.Ââèäó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû êîìïëåêñíûõ÷èñåë ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:Òåîðåìà 2 (îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷è-ñåë). Ïîëå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòî.2 Îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ âàæíûõ ñëåäñòâèÿõ îñíîâíîé òåî-ðåìû àëãåáðû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.56



Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 èç êîëüöà C [x℄èìååò â ïîëå C ðîâíî n êîðíåé.Ñëåäñòâèå 2. Íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì C êîìïëåêñíûõ ÷èñåëÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè.Èòàê, êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) 2 C [x℄ ñòåïåíè n > 1 ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì C ìíîãî÷ëåíîâf(x) = an(x� 
1)(x� 
2) : : : (x� 
n);ãäå an � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(x); 
1; : : : ; 
n � êîðíè f(x)èç ïîëÿ C .Ïðèìåð. �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4 + x3 � x � 1 íà íåïðè-âîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì C .�åøåíèå. f(x) = (x4 + x3)� (x+ 1) = x3(x+ 1)� (x+ 1) = (x++ 1)(x3 � 1) = (x + 1)(x � 1)(x2 + x + 1). Íàéäåì êîðíè ìíîãî÷ëåíàx2 + x+ 1 â ïîëå C :x1 = �1� ip32 ; x1 = �1 + ip32 :Òîãäà x2 + x+ 1 = (x+ 1+ip32 )(x+ 1�ip32 ).Îòâåò: f(x) = (x+ 1)(x� 1)(x+ 1+ip32 )(x+ 1�ip32 ).�8. Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë1 Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïîëå R íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèçàìêíóòûì. Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí f(x) = x2 + 1 2 R [x℄íå èìååò êîðíåé â ïîëå R . Îäíàêî ïîëå R ñîäåðæèòñÿ â ïîëå C , ïîýòîìóâñÿêèé ìíîãî÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ìîæíî ðàññìàò-ðèâàòü êàê ìíîãî÷ëåí èç êîëüöà C [x℄. Ïî ñëåäñòâèþ 1 �7 òàêîé ìíîãî÷ëåíèìååò â ïîëå C ñòîëüêî êîðíåé, êàêîâà åãî ñòåïåíü. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìàïîêàçûâàåò îñîáåííîñòü êîìïëåêñíûõ êîðíåé òàêîãî ìíîãî÷ëåíà.Òåîðåìà 1. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi ÿâëÿåòñÿ êîðíåììíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, òî ÷èñëî z = a� biòàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.Ñëåäñòâèå 1. Ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìèêîý��èöèåíòàìè èìååò õîòÿ áû îäèí äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.Òàêèì îáðàçîì, ó ìíîãî÷ëåíà ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòà-ìè êîìïëåêñíûå íåäåéñòâèòåëüíûå êîðíè ïîïàðíî ñîïðÿæåíû, ò. å. èõ÷åòíîå ÷èñëî. 57



2 �àññìîòðèì âîïðîñ î íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíàõ íàä ïîëåì R .Òåîðåìà 2. Íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåëÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè è ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè ñîòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.Èòàê, âñÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x) 2 R [x℄ ñòåïåíè n > 1 ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ m 6 n ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ñî-îòâåòñòâóþùèõ äåéñòâèòåëüíûì êîðíÿì, è (n �m)=2 ìíîãî÷ëåíîâ âòî-ðîé ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìêîìïëåêñíûõ íåäåéñòâèòåëüíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé.Ïðèìåð. �àçëîæèòü ìíîãî÷ëåí f(x) = x4+4x2+9 íà íåïðèâîäè-ìûå ìíîæèòåëè íàä R .�åøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ìíîãî÷ëåí f(x), âûäåëÿÿ ðàçíîñòü êâàä-ðàòîâ: f(x) = (x2)2 + 6x2 + 9� 2x2 = (x2 + 3)2 � �p2x�2 == (x2 �p2x+ 3)(x2 +p2x+ 3):Òàê êàê ïîëó÷åííûå êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû èìåþò îòðèöàòåëüíûå äèñ-êðèìèíàíòû, òî îíè íåïðèâîäèìû íàä R .Îòâåò: f(x) = (x2 �p2x+ 3)(x2 +p2x+ 3).
�9. Èíòåðïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíîâ1 Èíòåðïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíà � ýòî êîíñòðóêòèâíîå âîññòàíîâëå-íèå ìíîãî÷ëåíà ïî èçâåñòíûì åãî çíà÷åíèÿì.Çàäà÷ó îá èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì: äàíà òàáëèöà, â êîòîðîé çíà÷åíèÿì ïåðåìåííîé ñî-îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí ñ òàêîéòàáëèöåé çíà÷åíèé.2 Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à íàä ÷èñëîâûì ïîëåì P ðåøàåòñÿ îäíî-çíà÷íî ñëåäóþùåé òåîðåìîé.Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � ÷èñëîâîå ïîëå. Äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíî-ãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f(x) 2 P [x℄ñòåïåíè ìåíüøåé èëè ðàâíîé n, êîòîðûé ïðèíèìàåò ëþáûå íàïåðåä çà-äàííûå çíà÷åíèÿ b1; b2; : : : ; bn+1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ a1; a2; : : : ; an+1ïåðåìåííîé x, âçÿòûõ èç ïîëÿ P . Ýòîò ìíîãî÷ëåí âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïî-58



ìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëû Ëàãðàíæàf(x) = n+1Xi=1 bi'i(x);ãäå 'i(x) = (x� a1) : : : (x� ai�1)(x� ai+1) : : : (x� an+1)(ai � a1) : : : (ai � ai�1)(ai � ai+1) : : : (ai � an+1) :Ïðèìåð. Â êîëüöå R [x℄ íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè, íå ïðåâîñ-õîäÿùåé 3, ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé çíà÷åíèéx �2 0 1 2f(x) �25 �1 �1 �1�åøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé �îðìóëîé Ëàãðàíæàf(x) = b1'1(x) + b2'2(x) + b3'3(x) + b4'4(x):'1(x) = x(x� 1)(x� 2)(�2)(�3)(�4) = � 124(x3 � 3x2 + 2x);'2(x) = (x+ 2)(x� 1)(x� 2)2 � (�1)(�2) = 14(x3 � x2 � 4x+ 4);'3(x) = (x+ 2)x(x� 2)3 � 1 � (�1) = �13(x3 � 4x);'4(x) = (x+ 2)x(x� 1)4 � 2 � 1 = 18(x3 + x2 � 2x):Òîãäà f(x) = 2524(x3 � 3x2 + 2x)� 14(x3 � x2 � 4x+ 4)++ 13(x3 � 4x)� 18(x3 + x2 � 2x) = x3 � 3x2 + 2x� 1:Îòâåò: f(x) = x3 � 3x2 + 2x� 1.3 Â �1 ìû îïðåäåëèëè ìíîãî÷ëåíû íàä êîëüöîì A êàê áåñêîíå÷-íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ýòèïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ ïî îïðåäåëåííûì ïðà-âèëàì. Òàêîé âçãëÿä íà ìíîãî÷ëåíû íàçûâàåòñÿ �îðìàëüíî àëãåáðàè÷å-ñêèì.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) íàä êîëüöîì A îïðåäå-ëÿåò �óíêöèþ f : a 7! f(a), ãäå a 2 A. Òàêîé âçãëÿä íà ìíîãî÷ëåííàçûâàåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì. 59



Ïðèìåð. Ïóñòü Z2 = f0; 1g � êîíå÷íîå ïîëå, f(x) = 1x + 1 èg(x) = 1x2+1 � ìíîãî÷ëåíû èç êîëüöà Z2[x℄. Ñ �îðìàëüíî àëãåáðàè÷å-ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ìíîãî÷ëåíû ðàçëè÷íû. Îäíàêî ñ �óíêöèîíàëüíîéòî÷êè çðåíèÿ îíè îäèíàêîâû, òàê êàê îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå �óíêöèþ.Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ f : 0! 1, f : 1! 0 è g : 0! 1, g : 1! 0.Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè �îðìàëüíîàëãåáðàè÷åñêèé è �óíêöèîíàëüíûé âçãëÿäû íà ìíîãî÷ëåí ðàçëè÷íû. Îä-íàêî íàä áåñêîíå÷íûìè ïîëÿìè îíè ñîâïàäàþò.Òåîðåìà 2. Ïóñòü P � áåñêîíå÷íîå ïîëå. Ìíîãî÷ëåíû f(x) èg(x) èç êîëüöà P [x℄ ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâíû îïðå-äåëÿåìûå èìè �óíêöèè.�10. �àöèîíàëüíûå äðîáèÑðåäè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, èçó÷àåìûõ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêî-ãî àíàëèçà, âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè. Ïðè èíòå-ãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ïðåîáðàçîâûâàòüê âèäó, óäîáíîìó äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî-÷ëåíîâ íàä ïîëåì P ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ýòîò ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèé.Ïóñòü P = C èëè P = R .1 Îïðåäåëåíèå 10.1. �àöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì P � ýòî�óíêöèÿ âèäà '(x) = f(x)g(x) ;ãäå f(x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû èç êîëüöà P [x℄, ïðè÷åì g(x) � íåíóëåâîéìíîãî÷ëåí. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè '(x) ÿâëÿåòñÿìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ x0 èç ïîëÿ P , äëÿ êîòîðûõ g(x0) 6= 0.Îïðåäåëåíèå 10.2. Äâå ðàöèîíàëüíûå äðîáè '1(x) = f1(x)g1(x) è'2(x) = f2(x)g2(x) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîâïà-äàþò è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x0 èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ '1(x0) = '2(x0),ò. å. f1(x0)g1(x0) = f2(x0)g2(x0)èëè(�) f1(x0)g2(x0) = f2(x0)g1(x0):2 Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàê êàê ïîëå P áåñêîíå÷íî, òî x0 ìîæåòïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èç îáëàñòè îïðåäåëå-60



íèÿ äðîáåé '1(x) è '2(x). Òîãäà ïî òåîðåìå 1 èç �9 èç óñëîâèÿ (�) ñëåäóåòðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ(��) f1(x)g2(x) = f2(x)g1(x):Îáðàòíî. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (��), òî äëÿ ëþáîãî x0 èçîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ '1(x) è '2(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (�), ò. å. ðà-öèîíàëüíûå äðîáè '1(x) è '2(x) ðàâíû.Òàêèì îáðàçîì, ðàöèîíàëüíûå äðîáè'1(x) = f1(x)g1(x) è '2(x) = f2(x)g2(x)íàä ïîëåì P ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è f1(x)g2(x) == f2(x)g1(x).3 Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (x) ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåéíàä ïîëåì P . Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå P (x) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-æåíèÿ ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:1) f1(x)g1(x) + f2(x)g2(x) = f1(x)g2(x)+f2(x)g1(x)g1(x)g2(x) ;2) f1(x)g1(x) � f2(x)g2(x) = f1(x)f2(x)g1(x)g2(x) .Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè àë-ãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà P (x).Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî P (x) âñåõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàä ïî-ëåì P ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí f(x) 2 P [x℄, ÿâëÿåòñÿðàöèîíàëüíîé äðîáüþ f(x)1 íàä ïîëåì P . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîëüöî P [x℄ �� P (x).4 Îïðåäåëåíèå 10.3. �àöèîíàëüíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëü-íîé, åñëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ äðîáè ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ.Ëåììà 1. Ëþáóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-äå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè.Ëåììà 2. Ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëüíûõ ðàöèî-íàëüíûõ äðîáåé åñòü ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàäïîëåì P ÷åðåç �(x). Ïî ëåììå 2 îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿ-þòñÿ áèíàðíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè íà �(x). Ââèäó òåîðåìû 1íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî �(x) � êîëüöî.5 Îïðåäåëåíèå 10.4. Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü f(x)g(x) íà-çûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé íàä ïîëåì P , åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëî-âèÿì: 61



1) g(x) = (p(x))k, ãäå p(x)� íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåí;2) deg f(x) < deg p(x).Ïîñêîëüêó íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì C ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîãî-÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè, òî ïðîñòåéøèìè íàä ïîëåì C ÿâëÿþòñÿ äðîáèâèäà a(bx+ 
)k ; ãäå k 2 N ; a; b; 
 2 C :Íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì R ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïå-íè è âòîðîé ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì. Ïîýòîìó ïðî-ñòåéøèìè íàä ïîëåì R ÿâëÿþòñÿ äðîáè äâóõ âèäîâa(bx+ 
)k è ax+ b(
x2 + px+ q)k ;ãäå k 2 N , a; b; 
; p; q 2 R è p2 � 4
q < 0.6 Ââèäó ëåììû 1 ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììûìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè. Ñëåäóþùèå ëåììû ïî-êàçûâàþò, ÷òî ëþáàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ íàä ïîëåì P äðîáåé.Ëåììà 3. Åñëè çíàìåíàòåëü g(x) ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðî-áè íàä ïîëåì P ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõìíîãî÷ëåíîâ g1(x) è g2(x) èç êîëüöà P [x℄, òî ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ìî-æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñóììû äâóõ ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðî-áåé íàä P ñî çíàìåíàòåëÿìè g1(x) è g2(x).Ëåììà 4. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì Pïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ïðàâèëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ äðî-áåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîèì çíàìåíàòåëåì ñòåïåíü íåêîòî-ðîãî íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì P ìíîãî÷ëåíà.Ëåììà 5. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàä ïîëåì P ,çíàìåíàòåëü êîòîðîé åñòü ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì P ìíî-ãî÷ëåíà, ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ íàä ïîëåì P äðîáåé.Èç ëåìì 1, 3, 4, 5 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòÒåîðåìà (î ðàçëîæåíèè ðàöèîíàëüíîé äðîáè). Âñÿêóþ ðàöè-îíàëüíóþ äðîáü íàä ïîëåì P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíî-ãî÷ëåíà è ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä ïîëåì P .Ïðèìåð. �àçëîæèòü â ñóììó ìíîãî÷ëåíà è ïðîñòåéøèõ äðîáåéíàä ïîëÿìè R è C ðàöèîíàëüíóþ äðîáü'(x) = x5 + 3x4 + 4x3 + 3x2 + 3x� 1x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 1 :62



�åøåíèå. Òàê êàê äðîáü '(x) íå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíîé, òî ïî ëåì-ìå 1 åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà è ïðàâèëüíîé ðà-öèîíàëüíîé äðîáèx5+3x4+4x3+3x2+3x�1 x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 1x5+3x4+4x3+3x2+x x2x�1Èòàê, '(x) = x+ 2x� 1x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 1:�àçëîæèì çíàìåíàòåëü äðîáè íà íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì R ìíîæèòåëè:x4 + 3x3 + 4x2 + 3x+ 1 = (x4 + x3) + (2x3 + 2x2)++(2x2 + 2x) + (x+ 1) = x3(x+ 1) + 2x2(x+ 1)++2x(x+ 1) + (x+ 1) = (x+ 1)(x3 + 2x2 + 2x+ 1) == (x+ 1)((x3 + x2) + (x2 + x) + (x+ 1)) = (x+ 1)(x+ 1)��(x2 + x+ 1) = (x+ 1)2(x+ x+ 1):Ìíîãî÷ëåí x2+x+1 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì R , òàê êàê åãî äèñêðèìèíàíòD = 1� 4 < 0.�àçëîæèì ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü 2x�1(x+1)2(x2+x+1) íà ïðî-ñòåéøèå äðîáè, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.2x� 1(x+ 1)2(x2 + x+ 1) = A(x+ 1)2 + Bx+ 1 + Cx+Dx2 + x+ 1 == A(x2 + x+ 1) +B(x+ 1)(x2 + x+ 1) + (Cx+D)(x+ 1)2(x+ 1)2(x2 + x+ 1) :Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, ïîëó÷èì2x� 1 = (B + C)x3 + (A+ 2B + 2C +D)x2+(A+ 2B + C + 2D)x+ (A+ B +D);îòêóäà 8>><>>: B + C = 0;A + 2B + 2C + D = 0;A + 2B + C + 2D = 2;A + B + D = �1:�åøàÿ ýòó ñèñòåìó ìåòîäîì �àóññà, ïîëó÷èì A = �3, B = �1, C = 1,D = 3. 63



Èñêîìîå ðàçëîæåíèå íàä ïîëåì R èìååò âèä:'(x) = x+ �3(x+ 1)2 + �1x+ 1 + x+ 3x2 + x+ 1:×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå íàä ïîëåì C , äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü ïî-ñëåäíþþ äðîáü â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ íàä ïîëåì C .�àçëîæèì x2 + x + 1 â ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåéíàä C . Íàõîäèì êîðíè ìíîãî÷ëåíà è ïîëó÷àåìx2 + x+ 1 =  x� �1� ip32 ! x� �1 + ip32 ! :Òîãäà x+ 3x2 + x+ 1 = Ax� �1�ip32 + Bx� �1+ip32 == A�x� �1+ip32 �+B �x� �1�ip32 �x2 + x+ 1 :Ïðèðàâíèâàÿ ÷èñëèòåëè, èìååìx+ 3 = (A+B)x+ A � 1� ip32 + B � 1 + ip32 ! ;îòêóäà � A+ B = 1;A � 1�ip32 +B � 1+ip32 = 3:�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì A = 12 + 5p36 i, B = 12 � 5p36 i.Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðàçëîæåíèå íàä C èìååò âèä'(x) = x+ �3(x+ 1)2 + �1x+ 1 + 12 + 5p36 ix+ 1+ip32 + 12 � 5p36 ix+ 1�ip32 :Îòâåò: ðàçëîæåíèå íàä R :'(x) = x+ �3(x+ 1)2 + �1x+ 1 + x+ 3x2 + x+ 1;ðàçëîæåíèå íàä C :'(x) = x+ �3(x+ 1)2 + �1x+ 1 + 12 + 5p36 ix+ 1+ip32 + 12 � 5p36 ix+ 1�ip32 :
64
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