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� � � � �
 � � � � �� ��


���� �
������ �
���
������
��

���
� P � 
���
���� ����  �	!� ���"� #
� $���
 ���� ����
��
���
%& ����� R ��� ����

��������
%& ����� C '�

��
������
� ������ �
�(��
�� V 
	�%�	�
�) �
������ ��� ���	�
��� �
��	
���

�	��� ��� ����� P � ����
	' �*$%� #����

	� x,y ∈ V ���
	���
 � ���
��
�
��� #����

 z = x+y ∈ V � 
	�%�	��%�

������ x � y +

$' �*$��� #����

� x ∈ V � �*$��� ����� λ �� ���) P ���
	���
 � ���
��
�
��� #����



λx � 
	�%�	��%� ���������
��� ����	 λ 
	 #����

 x

	�� �
� #
� ����	��� ������
���)*
 �����*!�� 	�����	�,

-� 1. x + y = y + x  �����
	
��
��
�'.
2. (x + y) + z = x + (y + z)  	�����	
��
��
�'.
3. ��!��
���
 #����

 � 
	���� �
� x + 0 = x ��) �*$�"� #����

	 x ∈ V

 ��!��
���	
�� 
�����"� #����

	'�

4. ��) �*$�"� #����

	 x ∈ V ��!��
���
 #����

 − x ∈ V, 
	�%�	��%�

�
�	
������ ��� � !�����	� x 
	���� �
� x + (−x) = 0
 ��!��
���	
�� ���
�������(
�"� #����

	'�

--� 1. 1 · x = x ��) �*$�"� #����

	 x ∈ V  ����� 1 � ���
��	 ���) P '.
2. α(βx) = (αβ)x ��) �*$%& α, β ∈ P � �*$�"� x ∈ V.

---� 1. (α+ β)x = αx + βx ��) �*$%& α, β ∈ P � �*$�"� x ∈ V.
2. α(x + y) = αx + αy ��) �*$�"� α ∈ P � �*$%& #����

�� x, y ∈ V.

.����

% ��
��
�"� ����
�	
�
�	 
	�%�	*
�) ���	�
��
�

��
������
� ����"� ��
��
�� ����
�	
�
�� V 
	�%�	�
�) n ���
���� ���� � 
�� ��!��

�
���
 n ��
��
� 
��	�����%& ���
����� 	 �*$%� n+ 1 ���
���� ��
��
� �	�����%�

/����

�� �
� ���� � ��
��
�� ����
�	
�
�� V ��!��
���
 n ��
��
� 
��	�����%& ����


���� 
	��&� �
� �*$�� ���
�� �� V )��)�
�) �& ��
��
�� ���$�
	����� 
� ����
�	
�
�� V
n ����
��

��
������
� ����#� 0������
��
� n ��
��
� 
��	�����%& ���
���� e1, e2, . . . , en n �

���
�"� ����
�	
�
�	 V 
	�%�	�
�) ���
��� � V �

$��
��� ������ ����� ���	�
 x �� n 
��
���� ��������� �
��	
���	�� V ����� �
��


�	���	�� � �
�	�� �����	������ ��
����� � ���� �������� ���������� ���	�
�� �������

��
������
� ����%� 1��� e1, e2, . . . , en � $	��� n ����
�"� ����
�	
�
�	 V �

x = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen, "�� x1, x2, . . . , xn ∈ P,


� ����	 x1, x2, . . . , xn 
	�%�	*
�) ���
�
��	��
 ���	�
� x � ���
�� e1, e2, . . . , en �

/����

�� �
� ��� ���(�
�� ���
���� ���
��
�
��*!�� ������
	
% ���	�%�	*
�)� 	 ���

��
�(�
�� ���
��	 
	 ����� �� ���) P � �"� ������
	
% ��
�(	*
�) 
	 #
� ������

��
������
� ����&� ��
��
%� ����
�	
�
�	 V � V ′ 
	� ��
�� � 
�� (� ����� P

	�%�	*
�) 
����
'���
� ���� ��(�� ���
��	�� x ∈ V � x′ ∈ V ′ ��(
� ��
	
���
�
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�	 � �� �� 	 �� ��� � � � 	 � � ��� � ��� ��� � � �� � �� � 	 � ���

y ���
��
�
���
 ���
�� y′ � 
�

�' ���
��� x + y ���
��
�
���
 ���
�� x′ + y′ +
2' ���
��� λx ���
��
�
���
 ���
�� λx′ ��) �*$�"� λ ∈ P �

/����

�� �
� ��� �������� �
��	
���	�� �����
��� �
�� �
��� 	���� � 	����� 	�����

����� �� 
����
���	� ���������� ��#
���� 
� ���	(	) 	�"�$�	������& �����
�� ��(
� ���
	
�

���
��	 � n ����
�� ����
�	
�
�� ���
��	����
��$�	�� � n ������
	
	��� ��
��%� ���	�%�

�	*
�) ��� ���(�
�� ���
���� � ��
�(	*
�) 
	 ����� �� ���) P ��� ��
�(�
�� ���
��	 
	
#
� ������

���
� � n ����
�� ����
�	
�
�� V �	�	
% ��	 $	���	

e1, e2, . . . , en � f1, f2, . . . , fn.

3	���(�� �	(�%� ���
�� �
���"� $	���	 �� ���
��	� �����"� $	���	,

f1 = c11e1 + c12e2 + . . .+ c1nen

f2 = c21e1 + c22e2 + . . .+ c2nen

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn = cn1e1 + cn2e2 + . . . + cnnen

�	
���	

C =

⎛
⎜⎜⎝
c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn

⎞
⎟⎟⎠


	�%�	�
�) ��	

(�� ��
����� �	 ���
�� e1, e2, . . . , en � ���
�� f1, f2, . . . , fn �

/����

�� �
� �	
���	 ����&��	 �
 ��
�"� $	���	 � ���"��� )��)�
�) 
��%��(��

���

���
� V � ��
��
�� ����
�	
�
�� 
	� ����� P � 4
�$�	(�
�� ��
��
�"� ����
�	
�
�	

� ��$) 
	�%�	�
�) �
���
������
�� !	��� �
��	
���	��� 1��� A � ����$�	���	
�� ����

�
�	
�
�	 V � 
� ����� Ax �$��
	�	�
�) ���
�� �� V � � ��
��%� �
�$�	(	�
�) ���
�� x ��

V ��� ����
���� ����$�	���	
�) A � ���
�� Ax 
	�%�	�
�) ��
���� ���	�
� x �

��
������
� ����)� ����$�	���	
�� A ��
��
�"� ����
�	
�
�	 V 
	�%�	�
�) �
����

���� ����

1) A(x + y) = Ax +Ay ∀ x,y ∈ V ;

2) A(λx) = λAx ∀x ∈ V � ∀λ ∈ P.

5	(���� ��
��
��� ����$�	���	
�* n ����
�"� ��
��
�"� ����
�	
�
�	 V 
	� ����� P
�
	��
�) � ���
��
�
��� ��������

	) ��	��	

	) �	
���	 ���)��	 n � #����

	�� �� ���)

P � 
	�%�	��	) �	
����� #
�"� ��
��
�"� ����$�	���	
�)� 6�) �� ���
���
�) �%$���� � ����
�
�	
�
�� V ��������	

%� $	��� e1, e2, . . . , en � 
	���� �$�	�% $	���
%& ���
���� ���

��
��
�� ����$�	���	
�� A � ������� ���
��	 Ae1, Ae2, . . . , Aen ∈ V � 3	���(�� �	(�%� ��


�& �� �	

��� $	����,

Ae1 = a11e1 + a12e2 + . . .+ a1nen

Ae2 = a21e1 + a22e2 + . . .+ a2nen

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Aen = an1e1 + an2e2 + . . .+ annen
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��
������
� ����*� �	
���	 A � � ��
���� i �� �
��$��  i = 1, n ' ���
	��)*
 ������
	
%

���
��	 Aei � 
	�%�	�
�) ��	

(�� �
������� �
���
������
� A � ���
�� e1, e2, . . . , en ,

A = (Ae1, Ae2, . . . , Aen) =

⎛
⎜⎜⎝
a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann

⎞
⎟⎟⎠ .

/����

�� �
� ��(�� ����� ��
��
%�� ����$�	���	
�)�� ����
�	
�
�	 V � ����� ��	�

��	

%�� �	
���	�� ���)��	 n � #����

	�� �� ���) P ��!��
���
 ��	��
� ��
��
	�
��

���
��
�
���� �	���)!�� �
 �%$��	 $	���	�

���
� e1, e2, . . . , en � f1, f2, . . . , fn � ��	 $	���	 � n ����
�� ��
��
�� ����
�	
�
�� V � C
� �	
���	 ����&��	 �
 $	���	 e1, e2, . . . , en � $	���� f1, f2, . . . , fn � 8�"�	 �	
���	 B ��
���


�"� ����$�	���	
�) � $	���� f1, f2, . . . , fn �%�	(	�
�) ����� �	
���� A #
�"� ����$�	���	
�)

� $	���� e1, e2, . . . , en � ����!�* �	��
�
�	

B = C−1AC,

"�� C−1 � �	
���	� �$�	

	) � C � ���(	!	) �	
����� ����&��	 �
 $	���	 f1, f2, . . . , fn �

$	���� e1, e2, . . . , en �

��
������
� ����+� 5�	��	

%� �	
���% A � B ��
�"� � 
�"� (� ���)��	 
	�%�	*
�)

��������
� ���� ��!��
���
 
	�	) 
��%��(��

	) �	
���	 C � �
�

B = C−1AC,

8	��� �$�	���� ��	
��� ��������� �
���
�������� A � 
�������� ������� �����	�� ��


��������

��
������
� ����,� ���
�� x �= 0 � ��) ��
���"�

Ax = λx, (1.1.1)


	�%�	�
�) ����	������ ���	�
�� ��
��
�"� ����$�	���	
�) A  ��� ���
��
�
��*!�� �	�


���% #
�"� ��
��
�"� ����$�	���	
�)'� 0��
��
�
��*!�� ����� λ 
	�%�	�
�) ����	������

���-��
�� .��
��	�

�	
-���
� -
����/� ���
��
�
��*!�� ��$�
��

��� ���
��� x �

$��
��� ����"�  ����������� �
��	
���	�� V ������ �������� �
���
�������� A ����	

��	� �� ���� ����	������ ���	�
�

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� ��������	
 
���
��%� $	���� A � �	
���	 ��
��
�"�

����$�	���	
�) � #
�� $	����� 3	��
�
��  �����' #����	��


� ���
��
��� �	��
�
��

(A− λE)x = 0, (1.1.2)

"�� E � ���
��
	) �	
���	� 6�) ��!��
���	
�) 
�
�����"� ��9�
�) #
�� ���
��% ��
��
%&

��
����
%& ��	�
�
�� 
��$&����� � ���
	
��
�� �
�$% �� ��������
��� $%� �	��
 
��*,

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a21 . . . an1

a12 a22 − λ . . . an2

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

:



; 	 � � � �� � � � ! �� � 	� # � � ��	 � � �$�	!	� � �� � �� � �


������ 	�"�$�% �
 ����
 &�
) $% ���
 ��������
%� ����
�� ����
	��� 
	���

%� ����
� �

���
���  ����2'� ������� ���
��� ��
����
%& ��
��
%& ��	�
�
��� ��������
��� ��
���� �	�

��
 
��*� 0�����	
���
�� �
	 ����
 
�
������ ��9�
�� x = (x1, x2, . . . , xn) � "�� x1, x2, . . . , xn
� ������
	
% x � �%$�	

�� $	����� 6�) 
	���

%& λ � x �%���
�
�  ����2'� 
��� #����	�

��


�� ��� �	��
�
��  �����'� 0�"�	�
� ��������
�* ����< #
� ��
	�	�
� �
� x � ��$�
��

%�

���
�� ��
��
�"� ����$�	���	
�) A �

��
������
� ������� �
�"����
 |A − λE| n �� �
���
� 
	�%�	�
�) ��
��	�

�	
-��
��
� �����-����� �	
���% A � 	 ��	�
�
��  ����2' ���
��	�

�	
-���
� �
�����
���

$��
��� ����#� !������� ��	
��� �������	 ����������� ��
��	�
��	�������� ���


���������� �� �������	������ ����������� ����	������� �����������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� �	
���% A � B ����$
%� 
���

B = C−1AC, "�� |C| �= 0.

8�"�	 &	�	�
����
������� �
�"����
 �	
���% B �	��


|B − λE| = |C−1AC − λE| = |C−1AC − λEC−1C| = |C−1AC − C−1λEC| =

= |C−1(A− λE)C| = |C|−1|A− λE||C| = |A− λE|,

��� ����	�	�
 � &	�	�
����
������� �
�"����
�� �	
���% A �

������
	)� �
� �	
���% ��
��
�"� ����$�	���	
�) � �	�
%& $	���	& ����$
%� ���	��
�%���, ��	
��� ��������� �
���
�������� � 
����� ������� ����	 ���� � 	�	 �� ����


����	������ ��������� �� ����%&� #
� �$��
��%�	�
 ������

��
� ��������
�) ��$�
��

%&

���
���� � ��$�
��

%& �
	��
��� �� �
��%&� �
�"����
 |A − λE| ��(
� 
	��	
� 
� 
�����

&	�	�
����
������� �
�"����
�� �	
���% A � 
� � &	�	�
����
������� �
�"����
�� ��
���


�"� ����$�	���	
�) A � �	

�� $	�����

��
������
� ������� =	$�� ��$�
��

%& �
	��
��� �	(��� �� ��
��%& $���
�) � ��	

��

�
�*� ��
���* �
� ����
 �	� ����
� &	�	�
����
������"� ��	�
�
�)� 
	�%�	�
�) ����	
��

�
������� �
���
������
� A  ��� ��	

(� A '�

>	�
� 
��$&����� �
	
�� ��(�
 �� ��
��
�� ����$�	���	
�� A ���
� � 
���
���� $	����
��	"�
	��
�* �	
�����

$��
��� ����%� �������� �
���
�������� A �����	�� � ������ e1, e2, . . . , en ������������
��	
���� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� ���	�
� "	��� ������ �����	�� ����	�������

���	�
��� �
���
�������� A �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6���
��
���
�� �	��
�
��

Aei = λiei

#����	��


� 
���� �
� � i �� �
���� �	
���% ����$�	���	
�) A � #
�� $	���� ��� #����

%

�
� "�	�
�� ��	"�
	�� �	�
% 0 � 	 
	 ��	"�
	�� �
��
 λi ,

A = (Ae1, Ae2, . . . , Aen) =

⎛
⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λn

⎞
⎟⎟⎠ .
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� �� �� � ��$� � � � ��	 � � � � ���$�	�� 	 � ��� � � �*! � �	��


%� ��$�
��

%� �
	��
�)�� 
��	�����%�

@����)
� �
� ��
��
�� ����$�	���	
�� A ����
��
���
�"� ��
��
�"� ����
�	
�
�	  
��� V
�	���	
���	�
�) 
	� ����� R ����
��
���
%& �����' 
���	 �
��	�� ����	
� ���� ��� &	�	��


����
������� ����	 ����
��
���
% � �	����
%� � #
�� ����	� ��$�
��

%� ���
��	 �$�	��*


$	��� � �� 
������ ����: �����	��� �
� ������ �������� �
���
�������� � �
��	�� ����	
��

����	 ��	� ������ ������������ ��	
���� #� ������ �� ����	������ ���	�
��$� 6�) �	�


��� #
� �
���(��
�� ���
��	�
 �����*!�* ������

����� ��	
���� ����	������ �������� ��	�
�� ����	��	����� � 
�������� ������� ���


��������� ��	
��� ���� ��� ����
�	� �
�����	�� � ������������� �����

8����� �	����
��� ������ � �������
�� �	
���% � 
	�$���� ����
��� ���� � �$!�� ����

�	�� 6�) #
�"� 
	� 
��$&����� �����
�
� ��
)
�� (���	
���� 
���	��
�� ����% �	
���%�

��"� 0����
-���
� �
� �����-������ ��	

(�

��
������
� ��"��� 5�	��	

	) �	
���	 ���)��	 n � #����

% ��
���� � �
�"����
%

�
 ������

�� λ � ��#������

	�� �� ���) P � 
	�%�	�
�) �����-������ ��	

(�� ���

λ ���	

(���

������	�� �
�"����

%& �	
��� ��"�
 ���(�
� �' &	�	�
����
�����	) �	
���	 A−λE +

2' �	
���	 � #����

	�� �� ���) P �
���
� �	
	 λ ��	
���	

A(λ) =

⎛
⎜⎜⎝
a11(λ) a12(λ) . . . a1n(λ)
a21(λ) a22(λ) . . . a2n(λ)
. . . . . . . . . . . .

an1(λ) an2(λ) . . . ann(λ)

⎞
⎟⎟⎠ .

1�����	�
���
 �
���
������
��
 #
�� �	
���% 
	�%�	*
�) ����$�	���	
�) ������

*!�& ��
%��& 
����,

�' ��
�(�
�� �*$�� �
���� �	
���% A(λ) 
	 �*$�� ����� α ∈ P, α �= 0 +

2' ��
�(�
�� �*$�"� �
��$�	 �	
���% A(λ) 
	 �*$�� ����� α ∈ P, α �= 0 +

7' ���$	���
�� � �*$�� i �� �
���� �	
���% A(λ) �*$�� �� j �� �
����� j �= i � ��
�(�

��


	 �*$�� �
�"����
 ϕ(λ) 
	� ����� P +

:' ���$	���
�� � �*$��� i ��� �
��$�� �	
���% A(λ) �*$�"� �� j �"� �
��$�	� j �= i �
��
�(�

�"� 
	 �*$�� �
�"����
 ϕ(λ) 
	� ����� P �

2	��
 ���
� ��"��� %�� ������ "�����	�
���� �
���
�������� λ 
��	
��� ��&��	���	
��
�	��� �
���
��������� �����&���� "�����	�
����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6���
��
���
�� �$�	

%� ��) ����$�	���	
�) �' )��)�
�)

#����

	�
�� ����$�	���	
�� ��
�(�
�) 
�� (� �
���� 
	 α−1 ∈ P, α−1 �= 0 + ��) 7' � #���

��

	�
�� ����$�	���	
�� ���$	���
�) � i �� �
���� j �� �
����� ��
�(�

�� 
	 �
�"����


−ϕ(λ) � A
	��"��
%� ����$�	���	
�)� 
� �����
)��%� � �
��$�	�� �	*
 �$�	

%� #����

	��


%� ����$�	���	
�) � 2' � :'�

2	��
 ���
� ��"�"�  ��	
��� A(λ) �
� ����&� ��������� ����� "�����	�
��� �
�


��
�������� ����� ��
��	���	� ����� ��� �	
��� � ����� ��� �	������
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �����
	
���	 i �� � j �� �
��� ��(�
 $%
� ���!��
���
	

� ����!�* ��
%��& #����

	�
%& ����$�	���	
��� �����
)��%& 
����� � #
�� �
���	� ��

B



�����*!� � � �(
i
j

)
−→

(
i+ j
j

)
−→

(
i+ j
−i

)
−→

(
j
−i

)
−→

(
j
i

)
.

��
������
� ��"�"� @����)
� �
� λ ��	
���% A(λ) � B(λ) !��
�����	�� � ��9�


A(λ) ∼ B(λ) � ���� � ����!�* ��
��
�"� ����	 #����

	�
%& ����$�	���	
�� ��(
� �����
�

�
 �	
���% A(λ) � �	
���� B(λ) �

2	��
 ���
� ��"�#� '	��(���� ∼ ����� λ 
��	
����� �����	�� �	��(����� "���


�����	���	��

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �� 6	

�� �

�9�
�� � �
�(��
�� λ ��	
��� 
����������, A(λ) ∼
A(λ) � >
�$% � #
�� �$���
��)� ���
	
��
�� 
	������� �����* �
���� �	
���% ��
�(�
� 
	

1 ∈ P �
2� .
� �

�9�
�� �����	
����, ���� A(λ) ∼ B(λ) � 
� B(λ) ∼ A(λ) � 6���
��
���
�� �

���� �
���(��
�) ��2�� ��) �	(��"� �� #����

	�
%& ����$�	���	
�� ��!��
���
 �$�	

���

������ #����

	�
�� ����$�	���	
��� ��#
���� ���� � ����!�* ��
��
�� ������� #����
�


	�
%& ����$�	���	
�� ��(
� �����
� �
 A(λ) � B(λ) � 
� 
� � ����!�* ��
��
�� �������

�$�	

%& #����

	�
%& ����$�	���	
��� �%���
�

%& � �$�	

�� ���)���� �% ��(�� �����
�

�
 B(λ) � A(λ) �

7� =	��
��� �	���	
���	���� �

�9�
�� 	
����	����, ���� A(λ) ∼ B(λ) � 	 B(λ) ∼ C(λ) �


� A(λ) ∼ C(λ) � 6�) ���
���
�) ��
��
�� ������� #����

	�
%& ����$�	���	
��� ����$�

�	��*!�& A(λ) � C(λ) � ���
	
��
� ��������	
���
� ������
� ��
��
�� ����� #����

	�
%&

����$�	���	
��� �������)!�& A(λ) � B(λ) � 	 �	
�� ��
��
�� ����� #����

	�
%& ����$�	���

�	
��� �������)!�& B(λ) � C(λ) �

3����	�
� ��"���  �� ����
�	��� λ 
��	
��� n 
�� ��
���� 
�������	�� �� ����
�����

�&���� ������ "��������	��� ����� ����� ��	
���

=	9	 ���� � �
%��	
�� ����� ���& λ ��	
���� #����	��


%& �	

�� λ ��	
���� A(λ) �

�	
���% �� �����(
��
� 
	�$���� ����
�"� ���	� 6�) ���
�(�
�) #
�� ���� ������ �����*�

!��

��
������
� ��"�#� 0����
-����� λ ���	

(�� 
	�%�	�
�) �
�"����

	) �	
���	�

�$�	�	*!	) �����*!��� 
���) �����
�	��,

	' #
	 �	
���	 ��	"�
	��
	)� 
��� ����
 ���⎛
⎜⎜⎝
e1(λ) 0 . . . 0

0 e2(λ) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . en(λ)

⎞
⎟⎟⎠ ;

$' �	(�%� �
�"����
 ei(λ), i = 2, n � 
	���� ����
�) 
	 �
�"����
 ei−1(λ)  ���
	�
�)�

�
� ���� �
�"����
 
������ �
���
� �	��
 
��*� 
� �
 ����
�) 
	 �
�"����
� �	�
%� 
��*'+

�' �
	�9�� ��#������

 �	(��"� �
�"����
	 ei(λ), i = 1, n � �	��
 ���
���� ���� 
�����

#
�
 �
�"����
 
� �	��
 
�(���
��

� 
��*�

1��� ����� ei(λ) ��
���	*
�) 
����%�� 
� � ���� $' �
� �	
��	*
 ������
�� ���
	 
	
"�	�
�� ��	"�
	��� 1��� (� ����� ei(λ) ��
���	*
�) �
���
%� �
 
��) �
�"����
% 
������

�
���
�� 
� � ���� �' �
� �	�
% �� 	 � ���� $' �
� �	
��	*
 
	 "�	�
�� ��	"�
	�� ����%�

���
	�

C



	 � �� 	 � �	 � 	��� 	 � 	� �� � � � �� � ��� � 	 � � � �

����� ���
��
	) � 
����	)�

/� ����	 ��
��
�� 	�"�$�% � "����
��� �����

	 �����*!	) 
�����	 ��!��
���	
�) �

���
�
��

��
� ��) �	

�� �
�"����

�� �	
���% �	
�
������� λ ��	
���%�

$��
��� ��"��� ����� λ 
��	
��� "��������	�� ����	�
�� � �
�	�� �����	������ ��


���������� λ 
��	
��� #	)�) �
�����	�� � ����&�� ��������� ����� "�����	�
��� �
���



�������� � ������������� ����$�

6��	�	
����
�� #
�� 
�����% �%
���
�) � �����(�
�� ��

���
� A(λ) � �*$	) λ ��	
���	 ���)��	 n � ���
� ��) ���& 1 ≤ k ≤ n

dk(λ) � 
	�$���9�� �$!�� ����
���  =46' ���& ��
���� k �"� ���)��	� ��)
%� �� �
	�9��

��#������

�� ��

6�"�������) ���
	
�� �
� dk(λ) = 0 � ���� ��� ��
��% k �"� ���)��	 �	�
% D� 0�����	�


���
�� �	
���	 A(λ) ��
��
	�
� �������)�
 
	$�� �
�"����
��

d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ).

��� #
��� ������
�� �
�

d1(λ) = =46 ���& #����

�� A(λ) �� �
	�9�� ��#������

�� �,

dn(λ) =
|A(λ)|

�
	�9�� ��#������

 �
�"����
	 |A(λ)| .

����� ��"��� *��������� dk(λ), 1 ≤ k ≤ n, �� �����	�� �
� ��
������� "�����	�



��� �
���
�������� ��� ��	
���� A(λ) �

6��	�	
����
�� ����% ��2�� �%
���
�) � �����(�
�� ��

3����	�
� ��"���  ��� λ 
��	
����� "��������	��� ��	
��� A(λ) � ���	��	�	���	
���� � 	�	 �� ����
 ����������� d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ) �

� �����(�
�� ���	�%�	�
�)� �
�

dk(λ) = e1(λ)e2(λ) . . . ek(λ), k = 1, n,

� �
� ���� �	
���	 A(λ) ����
 �	
" r � 
�

ek(λ) =
dk(λ)
dk−1(λ)

��) k ≤ r  ���	"	�� d0(λ) = 1);

er+1(λ) = . . . = en(λ) = 0.

�
�"����
% ek(λ) 
	�%�	*
�) 
���

��	���
 ��� 
	����
 λ ��	
���% A(λ) � 4
��

�	� � dk(λ) � 
� ��
)*
�) ��� #����

	�
%& ����$�	���	
�)&�

8	��� �$�	���� �����	�
�) �����*!�� ����
�	� ���������� ����
���	��� �����	�


���,

+
� (��� �%����)��

d1(λ) = =46 ���& #����

�� A(λ) �� �
	�9�� ��#������

�� �,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

E



dk(λ) 46 �� ��� k � �� � 	 �� � 	� �#�� � � � ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dn(λ) =
|A(λ)|

�
	�9�� ��#������

 �
�"����
	 |A(λ)| .

,
� (��� ���	"	��

e1(λ) = d1(λ), e2(λ) =
d2(λ)
d1(λ)

, . . . , er(λ) =
dr(λ)
dr−1(λ)

; er+1(λ) = . . . = en(λ) = 0,

"�� r � �	
" �	
���% A(λ) �

!
���
 +),)+� =��$&����� ������
� � �	
�
�������� ���� λ ��	
����

A(λ) =
(
λ3 − λ 2λ2

λ2 + 5λ 3λ

)
.

+
� �������

��������	
���
� �����
)) #����

	�
%� ����$�	���	
�)� �������� �	

�* �	
���� � �	�


�
�������� ����,

A(λ) ∼
(
λ3 − λ 2

3λ
2

λ2 + 5λ λ

)
∼

(
1
3λ

3 − 10
3 λ

2 − λ 0
λ2 + 5λ λ

)
∼

(
1
3λ

3 − 10
3 λ

2 − λ 0
0 λ

)
∼

∼
(
λ3 − 10λ2 − 3λ 0

0 λ

)
∼

(
λ 0
0 λ3 − 10λ2 − 3λ

)
.

,
� �������

0
	�	�	 
	���� dk(λ) ,

d1(λ) = =46 (λ3 − λ, 2λ2, λ2 + 5λ, 3λ) = λ;

d2(λ) = |A(λ)| = λ4 − 10λ3 − 3λ2;

� ���� 
�"�� �
� �
	�9�� ��#������

 #
�"� �
�"����
	 �(� �	��
 �� /����%� �
�	��	


%�

�
�(�
��� �	�
%

e1(λ) = d1(λ) = λ; e2(λ) =
d2(λ)
d1(λ)

= λ3 − 10λ2 − 3λ.

��#
���

A(λ) ∼
(
e1(λ) 0

0 e2(λ)

)
∼

(
λ 0
0 λ3 − 10λ2 − 3λ

)
.

��
������
� ��"�%� 1�����	�
���
 ��	

(��
 
	�%�	*
�) �
�"����

%� �	
���%
��
�"� �� �����*!�& ���& 
����,

(1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
·

1
α

1
·

·
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

<



 ���� �� � �� #�� � α ∈ , α � 0 � � � 	 ����� � i � �� i � � ��$�	�

i = 1, n '+

(2)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 .
· .

· .
. . . 1 . . ϕ(λ) . . .

· .
· .

1
. ·
. ·
. 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 ����� ���������
%� �
�"����
 ϕ(λ) 
	� ����� P �
��
 
	 ��������
�� i �� �
���� � j �"�

�
��$�	 i, j = 1, n '�

;	��
��� �
� ��������
��� �	
���%  �' � ����� α �= 0 � 	 ��������
��� �	
���%  2' �	��


��

����� ��"�"�  ��������� � λ 
��	
��� A(λ) ������ "�����	�
���� �
���
�������� 
��

�������� ��������� "	�� ��	
��� ����� � ��
��� �� ����	�
�� "�����	�
��� ��	
����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ��"�� ������)�
�)� �
�

�' ��
�(�
�� A(λ) ����	 
	 �	
����  �' #����	��


� ��
�(�
�* i �� �
���� A(λ) 
	
����� α +

2' ��
�(�
�� A(λ) ���	�	 
	 �	
����  �' #����	��


� ��
�(�
�* i �"� �
��$�	 A(λ) 
	

����� α +

7' ��
�(�
�� A(λ) ����	 
	 �	
����  2' #����	��


� ���$	���
�* � i �� �
���� �	
���%

A(λ) j �� �
����� ��
�(�

�� 
	 �
�"����
 ϕ(λ) +

:' ��
�(�
�� A(λ) ���	�	 
	 �	
����  2' #����	��


� ���$	���
�* � j ��� �
��$�� �	�


���% A(λ) i �"� �
���$�	� ��
�(�

�"� 
	 �
�"����
 ϕ(λ) �

��#� 4�	

-��� �����-����� 3���5 �����
� -
������ ��	

( �

!��
�����	���	56 
� ��
��	�

�	
-���
� ��	

(

=	 ��
)
�� λ ��	
���% ��(
� �����
��
� � 
�������� �
�� �
���
%�

��
������
� ��#��� 4�	

-��� λ ������-����� ��
���� n ��� ����� P 
	�%�	�

�
�) �
�"����
 �
 ������

�� λ � ��#������

	�� ��
���"� )��)*
�) ��	��	

%� �	
���%

���)��	 n 
	� ����� P ,

A0λ
k +A1λ

k−1 + . . .+Ak−1λ+Ak.

������)�� ��������
��� ���(�
�) �	
��� � ��
�(�
�) �	
���% 
	 ����� � ��������) ��	�

�	

%� ����
��)� ������� 
���
���* λ ��	
���� ���)��	 n � 8	��� �$�	���� ����� ��	
��


��� ��������� n 
�� ��
���� ����� ������	� � ���� λ 
��	
��� n 
�� ��
����� 4$�	

��
����� λ 
��	
��� n 
�� ��
���� ����	 ��	� �������� � ���� ��	
������ λ 
����������
n 
�� ��
����� =	�������(

3λ2 − 5 λ+ 1
λ4 + 2λ −3

)
=

(
0 0
1 0

)
λ4 +

(
0 0
0 0

)
λ3 +

(
3 0
0 0

)
λ2 +

(
0 1
2 0

)
λ+

(−5 1
0 −3

)
.

���
� �	
	 λ ��	
���	

A0λ
m +A1λ

m−1 + . . .+Am−1λ+Am,

�D



�� 0 � ��� 	 	 � �	 ��� m 	� 	� � � � � 6 � 
 � � � � �� �

A(λ) � 4�����
�� m ����	�	�
 � 
	��%�9�� �
���
�* �
�"����
�� � #����

�� �	
���%

A(λ) � =	����� �	
���
%� �
�"����
 A(λ) 
�����
���� ���� ��������
��� �	
���% A0,
|A0| �= 0 �

��"�)� 
	 λ ��	
���% �	� 
	 �	
���
%� �
�"����
% ������)�
 �	����	
� 
����* �������

�
�� 	
	��"��
�* 
����� �������
� ��) �
�"����
��� 
� ����(
)���* 
������
	
��
��
�*

��
�(�
�) �	
��� � 
	������ ����
���� 
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3	����
��� ��
��
%� ����
��) 
	� �	
���
%�� �
�"����
	��� ���
� A(λ), B(λ) � �	�


���
%� �
�"����
% ��
�"� � 
�"� (� ���)��	� 4$��
	��� ����� m 
	�$���9�* �� �
���
��
#
�& �
�"����
��� .
� �
�"����
% ��(
� �	���	
� � ����

A(λ) = A0λ
m +A1λ

m−1 + . . .+Am−1λ+Am,

B(λ) = B0λ
m +B1λ

m−1 + . . .+Bm−1λ+Am.

8�"�	

A(λ) ±B(λ) = (A0 ±B0)λm + (A1 ±B1)λm−1 + . . .+ (Am−1 ±Bm−1)λ+ (Am ±Bm),


��� ����� #
�����	�$ ���� ��	
����� ����������� ������ � 	��� �� ��
���� �����	��

������������ �	����� ��	�
��� �� �
��������	 �������(�� �� �	������ ������ ������������

���
� �	
% ��	 �	
���
%& �
�"����
	 A(λ) � B(λ) �
���
�� m � p ��
�"� � 
�"� (�

���)��	 n ,

A(λ) = A0λ
m +A1λ

m−1 + . . .+Am−1λ+Am (A0 �= 0),

B(λ) = B0λ
p +B1λ

p−1 + . . .+Bp−1λ+Bp (B0 �= 0).

8�"�	

A(λ)B(λ) = A0B0λ
m+p + (A0B1 +A1B0)λm+p−1 + . . .+AmBp.

1��� $% �% ��
�(��� B(λ) 
	 A(λ) � 
� �������� $%� ���$!� "����)� ���"�� �
�"����
�

F�
�(�
�� �	
���
%& �
�"����
�� �$�	�	�
 �!� ��
�� ������������� �����
���� �

�
����� �
 ��	�)�
%& �
�"����
�� ���������
�� ��(�
 ���
� �
���
�� ��
�9�* m+ p � 6���

�
��
���
�� A0B0 ��(�
 �	�
)
��) 0 ��� A0 �= 0, B0 �= 0 � 1��� &�
) $% ��
	 �� �	
���


��%��(��

	)� 
� �� A0 �= 0, B0 �= 0 ������
� �
� A0B0 �= 0 � /
	�� �
���������� ���� ��


	
����� ����������� 
���� ����������� �	����� ��	�
��� �� �
��������	 ����� �	������

�������	����) -��� ��	� �� ���� �� �������	���� . 
�����
��� ���������� 	� �	�����

�
���������� 
���� ����� �	������ �������	�����

3	����
��� 
����� ����	��* ����
�) �	
���
%& �
�"����
��� ���
� �	
% ��	 �	
���
%&

�
�"����
	 A(λ) � B(λ) ��
�"� � 
�"� (� ���)��	� ������ B(λ) � ��"��)�
%� �
�"����
,

A(λ) = A0λ
m +A1λ

m−1 + . . .+Am−1λ+Am (A0 �= 0),

B(λ) = B0λ
p +B1λ

p−1 + . . .+Bp−1λ+Bp (|B0| �= 0).

��
������
� ��#�"� @����)
� �
� �	
���
%� �
�"����
% Q(λ) � R(λ) )��)*
�) ���
�

��
�
��

� �
���� -��	��� � �
���� ��	�	��� ��� ����
�� A(λ) 
	 B(λ) � ����

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ) � �
���
� R(λ) < �
���
� B(λ).

�	
���
%� �
�"����
% Q̂(λ) � R̂(λ) 
	�%�	*
�) ���
��
�
��

� ����� -��	��� � �����

��	�	��� ��� ����
�� A(λ) 
	 B(λ) � ����

A(λ) = B(λ)Q̂(λ) + R̂(λ) � �
���
� R̂(λ) < �
���
� B(λ).

��



4 � � � � �	 � ���� 	 ��� �� (λ) 	� �� Q(λ) � � 	� � 	 � � � �	 	�

��� ����� � ����	� ���$!� "����)� Q(λ) �= Q̂(λ), R(λ) �= R̂(λ) �

����� ��#��� /�� �
����� 	�� � ����� ������� ��	
����� ����������� ������ � 	��� ��

��
���� ������ ��������� � ����������� ���� ����	��� . 
�����
��� ����������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �������� ���	�	
����
�� ��) ��	��"� ����
�)+ ���	�	
����
��

��) ����"� ����
�) 	
	��"��
��� 1��� m < p � 
� ��(
� ����(�
� Q(λ) = 0, R(λ) = A(λ) �

� ����	� m ≥ p ��) 
	&�(��
�) �	�

�"� Q(λ) � ��
	
�	 R(λ) �����
�� �$%�
�* �&���

����
�) �
�"����
	 
	 �
�"����
� G3	������G �
	�9�� ���
 ������"� A0λ
m 
	 �
	�9��

���
 ����
��) B0λ
p � ������� �
	�9�� ���
 ������"� �	�

�"� A0B

−1
0 λm−p � F�
�(�� #
�


���
 ���	�	 
	 ����
��� B(λ) � ������

�� ���������
�� �%�
�� �� A(λ) � =	���� G����%�

��
	
��G A(1)(λ) ,

A(λ) = A0B
−1
0 λm−pB(λ) +A(1)(λ). (1.3.1)

0
���
� m(1) �
�"����
	 A(1)(λ) ��
�9� m ,

A(1)(λ) = A
(1)
0 λm

(1)
+ . . . (A(1)

0 �= 0, m(1) < m) (1.3.2)

 ���� A(1)(λ) = 0 � 
� ���	"	�� Q(λ) = A0B
−1
0 λm−p, R(λ) = 0) �

1��� m(1) ≥ p � 
�� ���
��)) #
�
 �������� �����	��

A(1)(λ) = A
(1)
0 B−1

0 λm
(1)−pB(λ) +A(2)(λ), (1.3.3)

A(2)(λ) = A
(2)
0 λm

(2)
+ . . . (m(2) < m(1))

� 
���

8	� �	� �
���
� �
�"����
�� A(λ), A(1)(λ), A(2)(λ), . . . �$%�	*
� 
� 
	 
���
���� #
	��

������ � ��
	
�� R(λ) � �
���
� ��
���"� ��
�9� p � /�  ��7��'� ��7�7' ������
� �
�

A(λ) = A0B
−1
0 λm−pB(λ) +A

(1)
0 B−1

0 λm
(1)−pB(λ) + . . .+R(λ),


���

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ),

"�� Q(λ) = A0B
−1
0 λm−p +A

(1)
0 B−1

0 λm
(1)−p + . . . � �����(
��
� ��	��"� ����
�) ���	�	
	� 6��

�	(�� �"� ��
��
	�
��
�� ���
� ��
������

�

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ), (1.3.4)

A(λ) = Q∗(λ)B(λ) +R∗(λ), (1.3.5)

"�� �
���
� R(λ) � R∗(λ) ��
�9� �
���
� B(λ) � 
��� p � �%��
	)  ��7�?' ��  ��7�:'� �������[
Q(λ) −Q∗(λ)

]
B(λ) = R∗(λ) −R(λ). (1.3.6)

1��� $% Q(λ) −Q∗(λ) 
� )��)���� $% 
�(���
��

%� 
����� 
�� ��������� |B0| �= 0 � 
� �
��

��
� ����� �	�
�  ��7�B' �	�
)�	�� $% ����� �
���
�� Q(λ) − Q∗(λ) � B(λ) � � ��
��� $%�	

$% 
� ��
�9� p � 0 ���"�� �
���
%� �
���
� R∗(λ) − R(λ) �
��"� ��
�9� p � ���
���������

;
	��
� Q(λ) = Q∗(λ) � =� 
�"�	 ��  ��7�B' ������
� �
� R∗(λ) = R(λ) �

�������� 	��
��� � �����

 ��	

(�

*�	
��� A � B � "�����	��� �� ���� P ������� 	���� � 	����� 	����� ����� ��
��
��	�
��	������� ��	
��� A− λE � B − λE "��������	���

�2



6� 	�	 �� � � # � ���� �� � � �� � � � # � $��� � 	�	 �� �


��%��(��

	) �	
���	� 
�	
��������*!	) A � B � 
��� 
	�	)� �
�

B = R−1AR.

��(�
 $%
� 
	���
	 �����*!�� �$�	���� 1��� A − λE ∼ B − λE � 
� A − λE ��
��
%�

������ #����

	�
%& ����$�	���	
�� ��������
�) � B−λE � H���� 
� �� #
�& ����$�	���	
���
��
��%� �

��)
�) � �
��$�	�� � ���������
�� ���
��
�
��*!�& #����

	�
%& �	
���� ��)
%&

� 
�� (� ���)���� �$��
	��� ����� V (λ) � 6���� V (λ) ���	�	 
	 B − λE � 4�
	
�� �
 #
�"�

����
�) � $���
 �	
����� R �

F�	�	

�� ����
�� ��(
� � 
� �%���
)
�� 	 ����������	
��) �����*!�� �������

����� ��#�"� !��	�

V (λ) = V0λ
s + V1λ

s−1 + . . . + Vs−1λ+ Vs, V0 �= 0.

-���

V (λ) = Q(λ)(λE −B) +R,

	�

R = V0B
s + V1B

s−1 + . . .+ Vs−1B + Vs.

6��	�	
����
�� �%
���
�) � �����(�
�� 2�

!
���
 +)0)+� 6	
% �	
���%

A =
(−2 1

0 3

)
, B =

(−10 −4
26 11

)
.

6�) �	
���% A

A− λE =
(−2 − λ 1

0 3 − λ

)
, d1(λ) = =46(−2 − λ, 1, 0, 3 − λ) = 1,

d2(λ) =
∣∣∣∣−2 − λ 1

0 3 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 6, e1(λ) = d1(λ) = 1, e2(λ) =
d2(λ)
d1(λ)

= λ2 − λ− 6.

��#
��� �	
�
������� ��� �	
���% A− λE ��
�(
1 0
0 λ2 − λ− 6

)
.

6�) �	
���% B �����

B − λE =
(−10 − λ −4

26 11 − λ

)
, d1(λ) = 1, d2(λ) = λ2 − λ− 6,


��� B−λE ����
 
	��� (� �	
�
������� ���� �
� � A−λE � �� ��
��
�� 
������ � ����$��

�	
��� A � B ����$
%� 6�) 
	&�(��
�) ����$�	��*!�� �	
���% R 
	���� �	��*�
�$���

������� #����

	�
%& ����$�	���	
��� �������)!�& A− λE � B − λE ,

A− λE =
(−2 − λ 1

0 3 − λ

)
∼

( −2 − λ 1
−16 − 8λ 11 − λ

)
∼

(
8 + 4λ −4

−16 − 8λ 11 − λ

)
∼

∼
(

40 + 4λ −4
−104 11 − λ

)
∼

(−10 − λ −4
26 11 − λ

)
= B − λE.

5 �
��$�	� �

��)
�) 
����� ��	 ������
�& ����$�	���	
�),

�7



' �� � � � ��$�� � $	 � � � ��� � � � � 	 E� � � ��� � � �� � � � �


	 #����

	�
�* �	
���� (
1 0
−8 1

)
;

2' ����%� �
��$�� ��
�(	�
�) 
	 −1
4 � ���� ���
��
�
���
 ��
�(�
�� 
	 #����

	�
�* �	�


���� (−1
4 0

0 1

)
.

��#
���

V (λ) =
(

1 0
−8 1

)(−1
4 0

0 1

)
=

(−1
4 0

2 1

)
.

4�
	
�� �
 ����
�) V (λ) 
	 B − λE ��
� V (λ) � 
���

R =
(−1

4 0
2 1

)
.

0�����
 �
��
�
�� �
� �	
���	� 
�	
��������*!	) A � B � �������)�
�) 
���
��
	�
�� 6�)

�	����
��

�"� ������	 � �	���
�� 
�	
��������*!�� �	
���% ��(
� ��)
� 
	�(� �	
����(
3 1
2 1

)
.

��%� 7�
������ ��
���5��� '�
�� ��	

(�

3	����
��� ��	��	

%� �	
���% ���)��	 n � #����

	�� �� ���) P �

��
������
� ��%��� 7�
������� ���	��� ��
���� k � �

��)9���) � ����� λ0 � 
	�
�%�	�
�) �	
���	 ���)��	 k, k = 1, n � ���	⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ0 1
λ0 1

· ·
· ·

· ·
· 1
λ0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.4.1)

=	������� �	
���%

(λ0),
(
λ0 1
0 λ0

)
,

⎛
⎝λ0 1 0

0 λ0 1
0 0 λ0

⎞
⎠

)��)*
�) (���	
��%�� ���
�	�� ���)���� 1, 2, 3 ���
��
�
��

��

��
������
� ��%�"� 7�
������� ��	

(�� ��
���� n 
	�%�	�
�) �	
���	 ���)��	

n ���	

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

J1

J2

·
·

·
Js

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (1.4.2)

�:



�� J1, J2, , Js ���	 � ��

;	��
��� �
� ���)��� ���
�� ��"�
 �	� ����	�	
�� 
	� � 
� ����	�	
�� ����	� � ��
��%�

�

��)
�) ���
��� 
	�(� ��"�
 ����	�	
� � 
� ����	�	
�� J�
�� �
� 1 ≤ s ≤ n �

%����������� ��	
��� �����	�� ���	��� ������� ��
������� ��	
��� F 
�& ���

(���	
��% ���
�� �����"� ���)��	�

=	���� �	
�
������� ��� ��) &	�	�
����
������� �	
���%⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ0 − λ 1
λ0 − λ 1

· ·
· ·

· ·
· 1
λ0 − λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.4.3)

��
�� (���	
���� ���
��  ��:��' ���)��	 k � 4�������
��� #
�� �	
���% �	��
 (λ0 − λ)k =
= (−1)k(λ − λ0)k � 8	� �	� �
	�9�� ��#������

 � dk(λ) �	��
 1 � 
� dk(λ) = (λ − λ0)k �

0���� ��
���� (k− 1) �"� ���)��	 ����
�) �	�
%� 1  �����	*!���) �%������	
��� �����"�

�
��$�	 � ������
�� �
����'� ��#
��� dk−1(λ) = 1 � 
� 
�"�	 d1(λ) = . . . = dk−2(λ) = 1 �

0�����	
���
�� �	
�
������� ����� ��) �	
���%  ��:�7' ���(�
 �����*!	) λ ��	
���	 k �"�

���)��	, ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

·
·

·
1

(λ− λ0)k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (1.4.4)

$��
��� ��%��� %�� ��
������ ��	
��� ������� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� ��


�	��	 �� ����� � 	�� �� ��
������� ���	��� 	)�) �	�����	��� ��	� ����	� ��(� 
��


���������� "	�� ���	�� ����� ������� ����������

6��	�	
����
�� �%
���
�) � �����(�
�� 7�

3����	�
� ��%��� 1�
������ ��	
���� �������� ������������ ��	
���� ���� �����


������) %�� ������������ ��	
��� ������� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� �������	��

�
�� �� �
��� ��
��	������� ������ �	��&�� �� ������� ����������

�������� 	��
��� � �

�����

 ��	

(� �  �
������� ��
���5��� '�
���

*�	
��� A � "�����	��� �� ���� P 	���� � 	����� 	���� �
�����	�� � ���� P �

��
������� ��
������� ��
�� #	)�) ������� ��
������� ��	
���$� ����� ��� ����	������

��������� ��	
��� A ����	 � ���� P �
�

���
���	5 �	
���% A � (���	
���� 
���	��
�� ����� � ���� P ��
	�	�
� �
�

��� #����

% 
�	
��������*!�� �	
���% �����(	
�) � ���� P � 6��	�	
����
�� ��
��
��


�����% �%
���
�) � �����(�
�� 7�

� ���� �	��
�
��
� ���) ��������
%& ����� �
�*�	 
������

� �%
��	�


3����	�
� ��%�"�  ����� ��	
��� � ������������ "�����	��� �
�����	�� � ���� ���


�������� ����� C � ��
������� ��
������� ��
���

�?



� �� � 7 	 � �� 	� 	� �

$��
��� ��%�" .�������
��� 
 ���	�	�-��� �����
� �

���
���	
 ��	

(� � �
��

�����5���� �
��/� *�	
��� A ��
���� n � "�����	��� �� ���� P �
�����	�� � �����


�������� ���� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� ��
�� ���������� ����
���	���� �����	���

en(λ) �� ��
��	�
��	������� ��	
��� ����	 � ���� � �
���� �
��� "	�� ��
��� ��	 �
�	


����

� �����(�
�� 7 �$��
��%�	�
�) �����*!��

8���

	� �

�����
� ��	

(� �  �
������� ��
���5��� '�
���

�� =	&���� ��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A � ������)��� �
� �
� ���
	���(	
 ���* P �

1��� #
� 
� 
	�� 
� ���	�� �%��� � 
��� �
� �	
���	 A 
� ��(�
 $%
� �������
	 � ���� P �

(���	
���� 
���	��
�� ������ 1��� ��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A ���
	���(	
 ���*

P � 
� ����&���� � ��
�
� 2�

2� 4$��
	��� ����� λ1, λ2, . . . , λt � ��� �	����
%� ��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A �

=	&���� �
�	��	


%� �
�(�
��� &	�	�
����
������� �	
���% A− λE ,

1, 1, . . . , 1, en−q+1(λ), . . . , en−1(λ), en(λ),

"�� en−q+1(λ) �= 1, . . . , en(λ) �= 1 � � �����(�
�� ���	�%�	�
�)� �
� ����� #
�& �
�"����
�� 
�


�	�
%& 
��* � ��� �
� �	��	"	*
�) 
	 ��
��
%� �
�(�
���� 0���	 �
���
�� ���& �
�"����
��

�	�
	 n � 3	���(�� #
� �
�"����
% 
	 ��
��
%� �
�(�
���,

en−j+1(λ) =
t∏
i=1

(λ− λi)kij = (λ− λ1)k1j (λ− λ2)k2j . . . (λ− λt)ktj , j = 1, q.

1�����	�
���
 ���
	����
 �����-����� en−j+1(λ), j = 1, q, 
	�%�	*
�) �
����

%� �
 1 �
���
� �	����
%& ��
��
%& ������
��� �&��)!�& � ������
�� �	���(�
��� 1���

���	�
���
 ���
	����
 ��	

(� A 
	�%�	*
�) #����

	�
%� ����
��� ���& �
�"�����


�� en−q+1(λ), . . . , en(λ) �

�%���%�	*
�) #����

	�
%� ����
��� �	
���% A � ���� 
	$���%

(λ− λ1)k11 , (λ− λ1)k12 , . . . , (λ− λ1)k1q1 ,

(λ− λ1)k21 , (λ− λ1)k22 , . . . , (λ− λ1)k2q2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(λ− λ1)kt1, (λ− λ1)kt2, . . . , (λ− λ1)ktqt .

0��
	��)�
�) (���	
��	 �	
���	 J ���)��	 n � ���
�)!	) �� (���	
��%& ���
��� �� ����

��*!��� ��	����,

������� "�����	�
���� ����	��� (λ − λi)kij �����	�����	�� ��
������ ���	�� ��
����
kij � �	����&���� � ����� λi ) !��������� ��	
��� J � ��	� ������� ��	
���� 	)�) ��


	
��� A ������� ��	
��� J �

!
���
 +)2)+� =	���� (���	
��� 
���	��
�* ����� �	
���%

A =

⎛
⎜⎜⎝

3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

⎞
⎟⎟⎠ .

�B



0�� 	 � � 	�	 �� � �� �� ��	 � �

|A− λE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 − λ −4 0 2

4 −5 − λ −2 4
0 0 3 − λ −2
0 0 2 −1 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ+ 1)2(λ− 1)2 = 0,

�
���	 λ1 = −1, λ2 = 1, d4(λ) = (λ+ 1)2(λ− 1)2 � 8	� �	� ����
�) ��
�� 7�"� ���)��	∣∣∣∣∣∣
4 −5 − λ −2
0 0 3 − λ
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 4
∣∣∣∣0 3 − λ
0 2

∣∣∣∣ = 0,


� d3(λ) = 1 � A
	��"��
�� d2(λ) = d1(λ) = 1 � ��#
���

e4(λ) =
d4(λ)
d3(λ)

= (λ+ 1)2(λ− 1)2, e3(λ) =
d3(λ)
d2(λ)

= 1, e2(λ) = e1(λ) = 1.

.����

	�
%� ����
��� e4(λ) � )��)*!���) #����

	�
%�� ����
��)�� �	
���% A � �	�
%

(λ+ 1)2 � (λ− 1)2 � ��#
��� �����	) (���	
��	 
���	��
	) ����	 �	
���% A ����
 ���

J =

⎛
⎜⎜⎝
−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎠ .

�C



�� � 
 ���� � � � 
 (� �� � � ��

"��� ����9����� 	��
��� :���� $��
��� ���
�5	����0!�
� �

����
������

��	

(��

�	
���
%� �
�"����
 n �"� ���)��	 ��(
� �	���	
� ���)��,

A(λ) = A0λ
m +A1λ

m−1 + . . .+Am (2.1.1)

�

A(λ) = λmA0 + λm−1A1 + . . .+Am. (2.1.1′)

4$� �	���� ��� ��	�)�
�� 	�"���

� λ �	*
 ���
 � 
�
 (� ������
	
� 4�
	�� ���� �%

�	&�
�� ����
� ��	�)�
�"� 	�"���

	 λ ����
	��
� ��	��	

�* �	
���� n �"� ���)��	 Λ � 
�

������
	
% ����
	
���� �  2����' � (2.1.1′) $���
� ���$!� "����)� �	����
%� 
	� �	� �
���
�

�	
���% Λ ��"�
 $%
� 
� �����
	
����
%�� � �	
���
%�� ��#������

	�� A0, A1, . . . , Am �

����(��

A(Λ) = A0Λm +A1Λm−1 + . . . +Am,

Â(Λ) = ΛmA0 + Λm−1A1 + . . .+Am

� $���� 
	�%�	
� A(Λ) �
����� 	 Â(Λ) ����� ���-��
�� ��	

-���� �����-���� A(λ)
��� ����
	
���� �	
���% Λ ����
� λ �

3	����
��� ��	 �	
���
%& �
�"����
	

A(λ) =
m∑
i=0

Am−iλi, B(λ) =
p∑
k=0

Bp−kλk

� �& ���������
��

P (λ) =
m∑
i=0

p∑
k=0

Am−iλiBp−kλk =
m∑
i=0

p∑
k=0

Am−iBp−kλi+k =
m+p∑
j=0

( ∑
i+k=j

Am−iBp−k
)
λj (2.1.2)

�

P (λ) =
m∑
i=0

p∑
k=0

λiAm−iλkBp−k =
m∑
i=0

p∑
k=0

λi+kAm−iBp−k =
m+p∑
j=0

λj
∑
i+k=j

Am−iBp−k (2.1.2′)

����$�	���	
�) �  2���2' ���	������% ��� �	��
� λ 
	 �	
���� Λ � ���� Λ �����
	
����
	

�� ����� �	
���
%�� ��#������

	�� Bp−k � A
	��"��
�� � (2.1.2′) λ ��(
� �	��
�
� 
	

Λ � ���� Λ �����
	
����
	 �� ����� ��#������

	�� Am−i � � ������ ����	�

P (Λ) = A(Λ)B(Λ),

�� �
����

P̂ (Λ) = Â(Λ)B̂(Λ)

/
	��

+$ �
���� �������� �
���������� ���� ��	
����� ����������� 
���� �
���������� �
����

�������� �������	����� ���� ��	
���
�
�����	 Λ ��
��	�������� �� ����� ��"�������


	��� �
����� �������	���+

�E



,$ ����� �������� �
���������� ���� ��	
����� ����������� 
���� �
���������� ����� ���

����� �������	����� ���� ��	
���
�
�����	 Λ ��
��	�������� �� ����� ��"�������	���

������ �������	����

3	����
��� ���������
%� �	
���
%� �
�"����
 n �"� ���)��	

F (λ) = F0λ
m + F1λ

m−1 + . . .+ Fm (F0 �= 0).

3	������ �"� 
	 $�
�� λE −A ���	�	 � ����	,

F (λ) = Q(λ)(λE −A) +R, F (λ) = (λE −A)Q̂(λ) + R̂.

8	� �	� A �����
	
����
	 �� ����� ��#������

	�� $�
��	 (λE−A) (EA = AE = A, AA =
= A) � 
� ��	��� � ����� �
	��
�) F (A) � F̂ (A) �	�
%

F (A) = Q(A)(A −A) +R = R, F̂ (A) = (A−A)Q̂(A) + R̂ = R̂.

=	�� ���	�	
	

����9����� 	��
��� :���� !
� �
���� ������� ��	
������ ���������� F (λ) �� ��


��� λE − A ��	�	�� �	 ������� 
���� F (A) ) !
� ����� ������� ��	
������ ����������

F (λ) �� ����� λE −A ��	�	�� �	 ������� 
���� F̂ (A) )

3����	�
� "����� *�������� F (λ) ����	�� ��� ��	�	�� ��
��� �� ����� λE−A 	���� �

	����� 	����� ����� F (A) = 0 ) *�������� F (λ) ����	�� ��� ��	�	�� ����� �� ����� λE−A
	���� � 	����� 	����� ����� F̂ (A) = 0 )

!
���
 ,)+)+� ���
� A � ��	��	

	) �	
���	 � f(λ) � �
�"����
� 8�"�	 F (λ) = f(λ)E−
− f(A) ����
�)  ���	�	 � ����	' 
	 λE −A � ��������� F (A) = F̂ (A) = 0 �

3	����
��� &	�	�
����
������* �	
���� λE − A �	
���% n �"� ���)��	 A � 4��������


��� &	�	�
����
������� �	
���%

Δ(λ) = |λE −A| = |λδik − aik|ni,k=1

)��)�
�) ��	�)�
%� �
�"����
�� �
 λ � 
	�%�	�
�) ��
��	�

�	
-���
� �����-�����

�	
���% A  
	� ���$
� � #
�� � �����*!�& "�	�	& � ��������
�)& �	��
�
� A − λE 
	

λE −A '� ;����

δik =

{
1, ���� i = k,

0, ���� i �= k
� ������ 5��
����	.

��
������
� "����� �	
���	 B(λ) = (bik(λ))ni,k=1 � "�� bik(λ) � 	�"�$�	������� �����
��


�� #����

	 λδki − aki � ��������
��� Δ(λ) � 
	�%�	�
�) �

����
������ ��	

(�� ��)

�	
���% A �

!
���
 ,)+),� 6�) �	
���%

A =
(
a11 a12

a21 a22

)
&	�	�
����
�����	) �	
���	 ��
�

λE −A =
(
λ− a11 −a12

−a21 λ− a22

)
,

�<



	�	 �� � �� � � �� (λ) |λ | λ (a11 + a22)λ a12a21 + a11a22 � 	

��������
�

	) �	
���	 �	�
	

B(λ) =
(
λ− a22 a12

a21 λ− a11

)
.

1��� #����

% ��������
�

�� �	
���% �	�����
� 
	 Δ(λ) � 
� ������
�) �	
���	� �$�	
�


	) � λE −A � /
	�� B(λ)
Δ(λ) � �	
���	� �$�	

	) � λE −A � 
���

(λE −A)
B(λ)
Δ(λ)

=
B(λ)
Δ(λ)

(λE −A) = E,

�
���	

(λE −A)B(λ) = B(λ)(λE −A) = Δ(λ)E. (2.1.3)

��� 
�� �	�
� #
�"� �	��
�
�	 � �	
���
%� �
�"����
% �
 ������

�� λ � /�  2���7' ���
��

�
� Δ(λ)E ����
�) 
	 λE −A ����	 � ���	�	 $�� ��
	
�	� �� �����
��* 2���� �� �$�$!�

��


�����% H��� #
� �����(
� 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 Δ(A)E = Δ(A) = 0 � =	�� ���	�	
	

$��
��� ���
�5	����0!�
�  ����� ����
�	��� ��	
��� A ������	��
��	 ������ ��



��	�
��	�������� �
�������� 	)�)

Δ(A) = 0.

!
���
 ,)+)0� 6�) �	
���%

A =
(

1 0
1 2

)
����� Δ(λ) =

∣∣∣∣λ− 1 0
−1 λ− 2

∣∣∣∣ = λ2 − 3λ+ 2,

��#
��� ����
��
���
�

Δ(A) = A2 − 3A+ 2E =
(

1 0
3 4

)
+

(−3 0
−3 −6

)
+

(
2 0
0 2

)
=

(
0 0
0 0

)
= 0.

���
� λ1, λ2, . . . , λn � ��� ��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A � 
��� ��� ���
� &	�	�
����
��

�����"� �
�"����
	 Δ(λ)  �	(��� �� ����� λi ���
��)�
�) � #
�� �)�� �
����� �	�� �	���	

�"� ��	

��
� �	� ���
) �
�"����
	 Δ(λ) '� 8�"�	

Δ(λ) = |λE −A| = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λn).

���
� �	
 ���������
%� ��	�)�
%� �
�"����
 g(μ) � =	���� ��$�
��

%� �
	��
�) �	�


���% g(A) � 6�) #
�"� �	���(�� g(μ) 
	 ��
��
%� �
�(�
���,

g(μ) = a0(μ− μ1)(μ− μ2) . . . (μ− μl).

����
	��� � �$� �	�
� #
�"� �	��
�
�	 ����
� μ �	
���� A ,

g(A) = a0(A− μ1E)(A− μ2E) . . . (A− μlE).

8�"�	 ��������
��� �	
���% g(A) $���
 �	��


|g(A)| = an0 |A− μ1E||A− μ2E| . . . |A− μlE| =

= an0 (−1)n|μ1E −A|(−1)n|μ2E −A| . . . (−1)n|μlE −A| =

2D



= an0 (−1)nlΔ(μ1)Δ(μ2) . . .Δ(μl) = an0 (−1)nl
∏
i=1

Δ(μi) =

= (−1)nlan0
l∏
i=1

n∏
k=1

(μi − λk) = an0

l∏
i=1

n∏
k=1

(λk − μi) =

=
n∏
k=1

a0

l∏
i=1

(λk − μi) =
n∏
k=1

g(λk) = g(λ1)g(λ2) . . . g(λn).

;	��
�� � #
�� �	��
�
�� �
�"����
 g(μ) 
	 �
�"����
 λ− g(μ) �
 ������

�� μ � "�� λ �


���
��%� �	�	��
�� 
	����

|λE − g(A)| = [λ− g(λ1)][λ− g(λ2)] . . . [λ− g(λn)].

4
�*�	 �%
��	�
 �����*!	)

$��
��� "����� -��� λ1, λ2, . . . , λn . ��� ����	������ �������� #� ���	�� �
�	���	��$

��	
��� A � � g(μ) . ����	�
�� �����
��� ���������� 	� g(λ1), g(λ2), . . . , g(λn) . ��� ���


�	������ �������� ��	
��� g(A) �

� �	�

��
�� ���� A ����
 ��$�
��

%� �
	��
�) λ1, λ2, . . . , λn � 
� �	
���	 Ak ����
 ��$�

�
��

%� �
	��
�) λk1, λ
k
2 , . . . , λ

k
n (k = 0, 1, . . . ) �

�%����� �������� �%�	(	*!�* ��������
�

�* �	
���� B(λ) ����� &	�	�
����
����

���� �
�"����
 Δ(λ) � ���
�

Δ(λ) = λn − p1λ
n−1 − p2λ

n−2 − . . .− pn.

3	�
��
� Δ(λ) − Δ(μ) ����
�) $�� ��
	
�	 
	 λ− μ � ��#
���

δ(λ, μ) =
Δ(λ) − Δ(μ)

λ− μ
= λn−1 + (μ− p1)λn−2 + (μ2 − p1μ− p2)λn−3 + . . .

)��)�
�) �
�"����
�� �

���
���
� λ � �

���
���
� μ �

8�(���
��

Δ(λ) − Δ(μ) = δ(λ, μ)(λ − μ)


� 
	��9�
�)� ���� � 
�"� ����
� λ � μ ����
	��
� �����
	
����
%� ��(�� ��$�� �	
���%

λE � A � 8�"�	� ��������� �� 
������ @	����
�
	�5���� Δ(A) = 0 � 
�

Δ(λ)E = δ(λE,A)(λE −A).

=� ��  2���7' ������
� �
� Δ(λ)E = B(λ)(λE −A) � � ���� ��
��
	�
��
� ����	��� ����
�) ��

������
�& ���& �	��
�
� �%
��	�
 �����	) ������	

B(λ) = δ(λE,A). (2.1.4)

���
� λ0 � ��$�
��

�� �
	��
�� �	
���% A � 
��� Δ(λ0) = 0 � ����
	��)) λ = λ0 �

 2���7'� �������

(λ0E −A)B(λ0) = 0. (2.1.5)

6����
��� �
� B(λ0) �= 0 � � �$��
	��� ����� x �*$�� 
�
������ �
��$�� #
�� �	
���%� 8�"�	

��  2���?'

(λ0E −A)x = 0

2�



� λ0 � � ��$� � � �� 	 � � � ��� � � �*! ��$� � � �

�
	��
�* λ0 � /
	�� 
	�� ���	�	
	

$��
��� "���"� -��� ��"�������	� ��
��	�
��	�������� ���������� �����	��� 	� �
�


����������� ��	
��� ����	 ��	� ������� �� ��
����

B(λ) = δ(λE,A), ��� δ(λ, μ) =
Δ(λ) − Δ(μ)

λ− μ
.

-��� λ0 . ����	������ �������� ��	
��� A � 	� ��������� �	����� ��	
��� B(λ0) ����

�	�� ����	������� ���	�
��� ��	
��� A � ���	��	�	���&��� ����	������� ��������
λ0 �

!
���
 ,)+)2� ���
�

A =

⎛
⎝ 2 −1 1

0 1 1
−1 1 1

⎞
⎠ .

K	�	�
����
������� �
�"����
 �	
���% A �	��


Δ(λ) = |λE −A| = (λ− 1)2(λ− 2) = λ3 − 4λ2 + 5λ− 2.

��#
���

δ(λ, μ) =
Δ(λ) − Δ(μ)

λ− μ
=
λ3 − 4λ2 + 5λ− μ3 + 4μ2 − 5μ

λ− μ
=

=
λ3 − μ3

λ− μ
− 4

λ2 − μ2

λ− μ
+ 5 = λ2 + λμ+ μ2 − 4(λ+ μ) + 5 =

= λ2 + (μ− 4)λ+ μ2 − 4μ+ 5.

0�����	
���
��

B(λ) = δ(λE,A) = λ2E + λ(A− 4E) +A2 − 4A+ 5E,


���

B(λ) =

⎛
⎝λ2 − 2λ −λ+ 2 λ− 2

−1 λ2 − 3λ+ 2 λ− 2
−λ+ 1 λ− 1 λ2 − 3λ+ 2

⎞
⎠ .

0�$�
��

��� �
	��
�* λ1 = 1 ���
��
�
���
 ��$�
��

%� ���
��  ����D'� �
� �	�
 ����%�

�
��$�� ��� λ = 1 � 0�$�
��

��� �
	��
�* λ2 = 2 ���
��
�
���
 ��$�
��

%� ���
��  D����'�

�
� �	�
 �
���� �
��$�� ��� λ = 2 �

"�"� 4
�
���5��� �����-��� ��	

(�� �

�������� �

����
������ ��	

(��

��
������
� "�"��� 0�	�)�
%� �
�"����
 f(λ) 
	�%�	�
�) �����

�69
� ������

-����� ��	��	

�� �	
���% A � ����

f(A) = 0.

��
������
� "�"�"� A

�����*!�� �
�"����
 ψ(λ) 
	���
�9�� �
���
� �� �
	�9��

��#������

��� �	�
%� �� 
	�%�	�
�) �
�
���5��� �����-����� �	
���% A �

%�� ����� ��	
��� ������
��&�� ��������� ��&��	���	� 6���
��
���
�� ��"�	�
� 
��

����� @	����
�
	�5���� &	�	�
����
������� �
�"����
 Δ(λ) �	
���% A )��)�
�) 	

����

��*!�� ��) #
�� �	
���%� 4�
	��� �	� $���
 ���
�� �
� ���$!� "����)� 
� )��)�
�) ��
��

�	��
%��
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	���� �� � �� 	 �� ��*! � � �� 	 	�

f(λ) = ψ(λ)q(λ) + r(λ), �
���
� r(λ) < �
���
� ψ(λ).

����
	��� �*�	 �	
���� A ����
� ��	�)�
�"� 	�"���

	 λ ,

f(A) = ψ(A)q(A) + r(A).

8	� �	� f(λ) � ψ(λ) � 	

�����*!�� �
�"����
%� 
� f(A) = 0, ψ(A) = 0 � ������	
���
��

r(A) = 0 � =� �
���
� r(λ) ��
�9� �
���
� ��
��	��
�"� �
�"����
	� 
��� r(λ) ≡ 0  �

���
��
�� ����	� ��!��
���	� $% 	

�����*!�� �
�"����
 r(λ) � �
���
� ��
���"� ��
�9�

�
���
� ��
��	��
�"� �
�"����
	'�

/
	�� ����� ������
��&�� ��������� ��	
��� ����	�� ��� ��	�	�� �� �� �����������

����������

8����� 
�
���
� �$���
��) � 
��� �
� ����������� ��������� �����	������� 6���
���


���
�� ���� ψ(λ) � ψ1(λ) � ��	 ��
��	��
%& �
�"����
	� 
� �
� ���)
�) ���" 
	 ���"	� 	

	� �	� � 
�& �
	�9�� ��#������

 �	��
 �� 
� �
� ����	�	*
�

0�!��
���	
�� � ���
�
��

��
� ��
��	��
�"� �
�"����
	 ��
	
	����	*
 ������

��
�

��������
�) 2�2�2�

8	� �	� ���
��
�
��*!�� ��
��% �	
��� A − λE � λE − A ��"�
 �
���	
��) 
�����

�
	���� 
� ��������

%� �	
�� dk(λ), k = 1, n � ��(
� ��������
� �	�

dk(λ) = =46 ���& ��
���� k �"� ���)��	 &	�	�
����
������� �	
���% λE −A ,

��)
%� �� �
	�9�� ��#������

�� �.

� �	�

��
�� dn−1(λ) ����	�	�
 � 
	�$���9�� �$!�� ����
���� ���& #����

�� ��������
�
�


�� �	
���% B(λ) � ��)
%� �� �
	�9�� ��#������

�� ��

�%����� �������� ��)�%�	*!�* ��
��	��
%� � &	�	�
����
������� �
�"����
%� �%�


��) 
	�$���9�� �$!�� ����
��� #����

�� ��������
�

�� �	
���% �	 �
	� �	
���%� �����

���

B(λ) = dn−1(λ)C(λ), (2.2.1)

"�� C(λ) � 
���
��	) �
�"����

	) �	
���	� ��
��	) 
	�%�	�
�) �

�������� �

����
�

������ ��	

(�� ��) �	
���% A � /�  2���7' �  2�2��' 
	&����

Δ(λ)E = (λE −A)C(λ)dn−1(λ). (2.2.2)

4
�*�	 ������
� �
� Δ(λ) ����
�) $�� ��
	
�	 
	 dn−1(λ) � 
���

Δ(λ)
dn−1(λ)

= ψ(λ), (2.2.3)

"�� ψ(λ) � 
���
��%� �
�"����
� 8�"�	 ��  2�2�2'

ψ(λ)E = (λE −A)C(λ). (2.2.4)

8	� �	� ψ(λ)E ����
�) $�� ��
	
�	 
	 λE − A � 
� �� �����
��* �� �$�$!�

�� 
�����%

H��� ψ(A)E = ψ(A) = 0 � /
	�� �
�"����
 ψ(λ) � �������)��%� �	��
�
���  2�2�7'� )��)�
�)

	

�����*!�� ��) A � 6��	(��� �
� �
 )��)�
�) ��
��	��
%��

���
� ψ∗(λ) � ��
��	��
%� �
�"����
 A � 8�"�	 ψ(λ) ����
�) $�� ��
	
�	 
	 ψ∗(λ) ,

ψ(λ) = ψ∗(λ)χ(λ). (2.2.5)

��������� ψ∗(A) = 0 � 
� �� �����
��* �� �$�$!�

�� 
�����% H��� �	
���
%� �
�"����


ψ∗(λ)E ����
�) ����	 $�� ��
	
�	 
	 λE −A ,

ψ∗(λ)E = (λE −A)C∗(λ).
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; 	 �

ψ(λ)E = (λE −A)C∗(λ)χ(λ). (2.2.6)

/�  2�2�:' �  2�2�B' ���
�� �
� C(λ) � C∗(λ)χ(λ) )��)*
�) ���%�� �	�

%�� ��� ����
��
ψ(λ)E 
	 λE −A � � ���� ��
��
	�
��
� ����
�)

C(λ) = C∗(λ)χ(λ).

4
�*�	 ������
� �
� χ(λ) � �$!�� ����
��� ���& #����

�� �������

�� ��������
�

��

�	
���% C(λ) � =� 
	�$���9�� �$!�� ����
��� ���& #����

�� C(λ) �	��
 �� ��������� #
	

�	
���	 $%�	 ������
	 �� B(λ) �%
���
��� �� 
�� 
	�$���9�"� �$!�"� ����
��) �� #����

��

dn−1(λ) � ;
	��
� χ(λ) ��
� ��
�
	

	� 8	� �	� �
	�9�� ��#������

% � ψ(λ) � ψ∗(λ) �	�
%
�� 
� �  2�2�?' χ(λ) = 1 � 
��� ψ(λ) = ψ∗(λ) � �
� � 
��$��	���� ���	�	
��

/
	�� ��������� ψ(λ) � ��
��������� ��
����� #,),)0$� �����	�� ����������� �����


������ ��	
��� A �

�% ��
	
����� �����*!�* ������� ��) ��
��	��
�"� �
�"����
	,

ψ(λ) =
Δ(λ)
dn−1(λ)

.

�����
��� �
� dn(λ) = Δ(λ) � 
���

ψ(λ) =
dn(λ)
dn−1(λ)

= en(λ).

8	��� �$�	���� ����������� ��������� ��	
��� A ��������	 � ��������� ����
���	���

�����	���� en(λ) ��
��	�
��	������� ��	
��� λE −A �

�%����� �������� �%�	(	*!�* �������

�* ��������
�

�* �	
���� ����� ��
��	���


%� �
�"����
� 8	� �	� ψ(λ) − ψ(μ) ����
�) 
	 λ− μ $�� ��
	
�	� 
�

Ψ(λ, μ) =
ψ(λ) − ψ(μ)

λ− μ

)��)�
�) �
�"����
��� 8�"�	 ����
	��)) � ���

�9�
��

ψ(λ) − ψ(μ) = (λ− μ)Ψ(λ, μ)

����
� λ � μ ���
��
�
��

� λE � A � �������

ψ(λ)E = ψ(λE) = (λE −A)Ψ(λE,A).

0�	�
��	) �  2�2�:'� �	��*�	��� �
�

C(λ) = Ψ(λE,A).

.
� � ��
� �����	) ������	 ��) ��������
�) �������

�� ��������
�

�� �	
���% �����
��
��	��
%� �
�"����
�

;	��9��  2�2�:' � ����

(λE −A)C(λ) = ψ(λ)E. (2.2.7)

����	�
��	) ��������
��� �$��& �	�
��  2�2�C'� �������,

Δ(λ)|C(λ)| = [ψ(λ)]n.

8	��� �$�	���� Δ(λ) ����
�) $�� ��
	
�	 
	 ψ(λ)  	

�����*!�� �
�"����
 ����
�) 
	

��
��	��
%�'� 	 
���
��	) �
���
� ψ(λ) ����
�) 
	 Δ(λ) � ��#
��� �������
��
� ���& �	��

���
%& ���
�� � �
�"����
�� Δ(λ) � ψ(λ) ��
	 � 
	 (�� /
	�� ��
���� ������������

���������� ψ(λ) �����	 ��� 
�������� ����� ����� ����	������ �������� ��	
��� A �

2:



��

Δ(λ) = (λ− λ1)n1(λ− λ2)n2 . . . (λ− λs)ns (λi �= λj ��� i �= j),


�

ψ(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λs)ms "�� 0 < mk ≤ nk. (2.2.8)

4
��
�� �!� ��
� �����
�� �����
�� �	
���% C(λ) � ���
� λ0 � ��$�
��

�� �
	��
��

�	
���% A � 8�"�	 ψ(λ0) = 0 � ��"�	�
�  2�2�C'

(λ0E −A)C(λ0) = 0.

;	��
��� �
� ���"�	 C(λ0) �= 0 � 6���
��
���
�� ���� $% #
� $%�� 
� 
	�� 
� ��� #����

%

�������

�� ��������
�

�� �	
���% �������� $% 
	 λ− λ0 � �
� 
������(
��

���
� x � 
�
������ �
��$�� C(λ0) � 8�"�	

(λ0E −A)x = 0,


��� Ax = λ0x � /
	�� ����� ��������� �	����� ��	
��� C(λ0) #� 	���� ������ ��&��	���	$
�����	�� ����	������ ���	�
�� ��	
��� A � ���	��	�	���&�� ����	������� ��������

λ0 �

2?



�� � # � ( � � 
 (

#��� ��
������
� '���(

 ��	

(��

���
� A = (aik) � ��	��	

	) �	
���	 ���)��	 n, f(λ) � ��
���) ��	�)�
�"� 	�"���

	

λ � �% &�
�� ��������
�� �
� ������
 ��
��	
� ��� f(A) � 
��� �	�9���
� f(λ) 
	 �	
���
%�

�
	��
�) 	�"���

	�

6�) ����
��9�"� ����	)� ��"�	 f(λ) = c0λ
p + c1λ

p−1 + . . .+ cp � �
�"����
� ��9�
�� #
��

�	�	�� 
	� �����

�� ���

�� ������
 ����
	��
� ����
� λ �	
���� A ,

f(A) = c0A
p + c1A

p−1 + . . .+ cpE

� �����9�
� ��	�	

%� � #
�� ������� ����
��) � �	
���	���

���
�

ψ(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λs)ms � (3.1.1)

��
��	��
%� �
�"����
 �	
���% A  ����� λ1, λ2, . . . , λs � ��� �	����
%� ��$�
��

%� �
	�

��
�) �	
���% A '� 0
���
� #
�"� �
�"����
	 m =
s∑

k=1

mk ≤ n �

���
� �
�"����
% g(λ) � h(λ) 
	���%� �
�

g(A) = h(A). (3.1.2)

8�"�	 d(λ) = g(λ) − h(λ) � 	

�����*!�� �
�"����
  ���� d(A) = 0 '� �
	��
 �
 ����
�) 
	

ψ(λ) $�� ��
	
�	,

g(λ) ≡ h(λ)(mod ψ(λ)). (3.1.3)

4�����
�� �
� 
�"�	

d(λ) = (λ− λk)mkhk(λ),

"�� hk(λ) � 
���
��%� �
�"����
� ��#
���

d(λk) = 0, d′(λk) = 0, . . . , d(mk−1)(λk) = 0, k = 1, s,


���

g(λk) = h(λk), g′(λk) = h′(λk), . . . , g(mk−1)(λk) = h(mk−1)(λk), k = 1, s. (3.1.4)

��
������
� #����� <��-��
��
 '���(

 f(λ) �� ����	
� ��	

(� A 
	�%�	*
�)
m �����

f(λk), f ′(λk), . . . , f (mk−1)(λk), k = 1, s. (3.1.5)

0������
��
� #
�& �
	��
�� ������������ $���� �$��
	�	
� ����� f(ΛA) � 1��� ��) ��
����

f(λ) ��!��
��*
 ��� ��������
%�� �&��)!�� �  7���?'� 
� $���� "�����
�� �
� '���(
� f(λ)
��
������� �� ����	
� ��	

(� A �

3	��
�
��  7���:' ���	�%�	�
� �
� ���� ��) �
�"����
�� �%���
�
�  7���2'� 
� #
� �
�"��

���
% ���*
 ��
� � 
� (� �
	��
�) 
	 ����
�� �	
���% A � � ������������� �	����

g(ΛA) = h(ΛA).

=	9� �	���(��
�) �$�	
��%, ���� �%���
�
�  7���:'� 
��� �
�"����
% g � h ����	�	*
 
	

����
�� �	
���% A � 
� ��) �	(��"� k = 1, s d(λ) ����
�) 
	 (λ − λk)mk �� �
	��
� d(λ)

2B



��� � 	 ψ(λ) � 	 	 	 ψ(λ) 	 �� ��*! � � �� � � ψ( ) 0 � � d( ) 0 �


��� �%���
�
�  7���2'� 8	��� �$�	���� �������� ���������� g(λ) �� ����	
� ��	
��� A
������	�� ��
������	 ��	
��� g(A) � 
��� ��� �
�"����
% g(λ) � ���
��	*!�� ��
� � 
� (�

�
	��
�) 
	 ����
�� �	
���% A � ���*
 ��
� � 
� (� �	
���
�� �
	��
�� g(A) �

��
��$���� �
�$% ��������
�� f(A) � �$!�� ����	� �����
)���� 
��� (� ���
����, ���


����� f(λ) �� ����	
� ��	
��� A ������ ������	�� ��
�����	� f(A) � 	)�) ��� �������
f(λ) � ����&�� ���� � 	� �� �������� �� ����	
� ��	
��� A � ������ ���	� ���� � 	�

�� ��	
����� �������� f(A) � 5���� 
�"�� �$!�� ��������
�� ��) f(A) � �	�

�� ����	��

��"�	 f(λ) � �
�"����
� ���(
� �	�	
� 
�
 (� ������
	
� �
� � 
��������
��

	) ����
	�

���	 � �
�"����
 ����
� λ �	
���% A � =� 
�"�	� ������
�� �
� ��) ��������
�) f(A) �

�$!�� ����	� ���
	
��
� 
	�
� 
	��� �
�"����
 g(λ) � ��
��%� ���
��	� $% 
� (� �
	��
�)


	 ����
�� �	
���% A � �
� � f(λ) � � ����(�
�

f(A) = g(A).

.
� �	���(��
�) ���	�%�	*
 ��
��
��

��
� �����*!�"� ��������
�) ��
���� �
 �	
���%�

��
������
� #���"� 1��� ��
���) f(λ) ��������
	 
	 ����
�� �	
���% A � 
� �� �����
����
�*

f(A) = g(A),

"�� g(λ) � �*$�� �
�"����
� ���
��	*!�� 
	 ����
�� �	
���% A 
� (� �
	��
�)� �
� �

f(λ) ,

f(ΛA) = g(ΛA).

2	��
 ���
� #����� 3
��� ���� ����������� � ������������ ��"�������	���� �
���


���&�� 	� �� �������� �� ����	
�� �	� � f(λ) � ����	�� �����	������ ��������� r(λ)
�	������ ����(�� m )

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 0 � ! � � 
 � � � 	 
 � �� ���(� �% ���
���� �
�"����
�
���
��	*!�� 
� (� �
	��
�) 
	 ����
��� �
� � f(λ) � ;
	��
� 
	��� �
�"����
% ��!��
��*
�

���
� P (λ) � �*$�� 
	��� �
�"����
� 3	������ �"� � ��
	
��� 
	 ��
��	��
%� �
�"����


 7����',

P (λ) = ψ(λ)R(λ) +Q(λ), �
���
� Q(λ) < m.

8	� �	� ��) ���& k = 1, s

ψ(λk) = 0, ψ′(λk) = 0, . . . , ψ(mk−1)(λk) = 0,


�
P (λk) = Q(λk), P ′(λk) = Q′(λk), . . . , P (mk−1)(λk) = Q(mk−1)(λk),


��� Q(λ) ���
��	�
 
	 ����
�� A 
� (� �
	��
�)� �
� P (λ) � 	� �
	��
� � f(λ) � ��� #
��

�
���
� Q(λ) < m �

1 � � 
 � 
 � � 
 
 � � 
 �� ���
� r1(λ) � r2(λ) � ��	 �
�"����
	 �
���
�� ��
�9��� ��� m �

���
��	*!�� 
� (� �
	��
�) 
	 ����
��� �
� f(λ) � 8�"�	 ϕ(λ) = r1(λ)− r2(λ) � �
�"����
�

�
���
�� ��
�9��� ��� m � ���
��	*!�� 
	 ����
�� �
	��
�� 
���,

ϕ(λk) = 0, ϕ′(λk) = 0, . . . , ϕ(mk−1)(λk) = 0, k = 1, s.

=� 
�"�	 ϕ(λ) ����
�) 
	���� 
	 (λ− λk)mk , k = 1, s � 	� �
	��
� ����
�) 
	���� � 
	 ψ(λ) �

=� �
�"����
 �
���
�� ��
�9�� m � ��(�
 ����
��) 
	���� 
	 �
�"����
 �
���
� m 
�����


�"�	� ��"�	 �
 
�(���
��

� �	��
 D� 
��� ϕ(λ) = 0 � �
���	 r1(λ) = r2(λ) �
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	 � ���� �� � � �� � � � 	*! 	 � � �� � � � 	 � � � f(λ) �
����
�) ���
�
��

%� �
�"����
 r(λ) �
���
�� ��
�9�� m � .
�
 �
�"����
 ��
��
	�
�

�������)�
�) �

�����)���

%�� ������)��

r(λk) = f(λk), r′(λk) = f ′(λk), . . . , r(mk−1)(λk) = f (mk−1)(λk), k = 1, s, (3.1.6)

� 
	�%�	�
�) 
�	�
����(
����� �����-����� ���
�� ��3
�5���	
� ��� '���(


f(λ) �� ����	
� ��	

(� A � 4�������
�� 7���2 ��(
� ��������������	
� � ����

��
������
� #���" ′ � ���
� f(λ) � ��
���)� ��������

	) 
	 ����
�� �	
���% A �

	 r(λ) � ���
��
�
��*!�� �

�����)���

%� �
�"����
 �	"�	
(	�0������
�	� 8�"�	 ��

��������
�*

f(A) = r(A).

4�������� 0)+)+� 1��� �	
���	 A �������
�) � ��	"�
	��
��� ����� 
��� ������
�� ��

�
�	��	


%� �
�(�
��� en(λ) � ����	�	*!�� � �����	��
%� �
�"����
�� ψ(λ) � 
� ����


��	

%& ���
��� 
� ��) 
�"�� �
�$% f(A) ����	 ��%��� ���
	
��
�� �
�$% ��
���) f(λ) $%�	

��������
	 � &	�	�
����
������& 
���	& λ1, λ2, . . . , λs � 1��� (� ψ(λ) ����
 ��	

%� ���
��


� � 
���
��%& &	�	�
����
������& 
���	& f(λ) ���(
	 ���
� ��������
%� �� ��������

�"�

���)��	�

!
���
 0)+)+� 3	����
��� (���	
��� ���
�� n �"� ���)��	

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ0 1
λ0 1

· ·
· ·

· 1
λ0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

5	� �% ���
��� ��) 
�� ��� �
�	��	


%� �
�(�
��� �	�
% �� ����� ������
�"�� ��
��%�

�	��
 en(λ) = (λ− λ0)n � ;
	��
� ��
��	��
%� �
�"����
 �	��
 ψ(λ) = (λ− λ0)n � ;
	��
��

f(λ) 
	 ����
�� J ��
�

f(λ0), f ′(λ0), . . . , f (n−1)(λ0).

/

�����)���

%� �
�"����
 �	"�	
(	�0������
�	 �������)�
�) �

�����)���

%�� �����
��)��

r(λ0) = f(λ0), r′(λ0) = f ′(λ0), . . . , r(n−1)(λ0) = f (n−1)(λ0). (3.1.7)

1��� ��)
�

r(λ) = f(λ0) +
f ′(λ0)

1!
(λ− λ0) + . . .+

f (n−1)(λ0)
(n− 1)!

(λ− λ0)n−1,


� �
���
� r(λ) < n � ������)  7���C'� ������
�� �%���
)*
�)� ;
	��
� #
� r(λ) � ��
� �

���

���)���

%� ����
�� �	"�	
(	�0������
�	� ��#
���

f(J) = r(J) = f(λ0)E +
f ′(λ0)

1!
(J − λ0E) + . . . +

f (n−1)(λ0)
(n− 1)!

(J − λ0E)n−1 =

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f(λ0)
f ′(λ0)

1! · · · f(n−1)(λ0)
(n−1)!

f(λ0) · · · ·
· · · ·

· · ·
· f ′(λ0)

1!
f(λ0)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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# 3 � � � '� ( � � 
 (

�� -��� λ1, λ2, . . . , λn . ����	������ �������� ��	
��� n 
�� ��
���� A � 	� f(λ1),
f(λ2), . . . , f(λn) . ������ ���	��� ����	������ �������� ��	
��� f(A) �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6�) �
�"����
�� #
� �����
�� ���	�	
� �	
�9�� 1��� ��
���)

f(λ) ��������
	 
	 ����
�� �	
���% A � r(λ) � �� �

�����)���

%� �
�"����
� 
� f(A) =
= r(A), f(λ1) = r(λ1), f(λ2) = r(λ2), . . . , f(λn) = r(λn) � 8	� �	� r(λ) � �
�"����
� 
�

�� ���	�	

��� �	
�� r(λ1), r(λ2), . . . , r(λn) � ���
	) ���
��	 ��$�
��

%& �
	��
�� r(A) �

;
	��
� f(λ1), f(λ2), . . . , f(λn) � ���
	) ���
��	 ��$�
��

%& �
	��
�� �	
���% f(A) �

2� -��� ��	
��� A � B ������� � ��	
��� T �
���
����	 A � B 5

B = T−1AT,

	� ��	
��� f(A) � f(B) ������� � 	� �� ��	
��� T �
���
����	 f(A) � f(B) ,

f(B) = T−1f(A)T.

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� f(λ) = a0λ
p + a1λ

p−1 + . . . + ap � �
�"����
� 1���

B = T−1AT � 
� Bk = (T−1AT )k = T−1ATT−1AT . . . T−1AT = T−1AkT � 
� 
�"�	

f(B) = a0B
p + a1B

p−1 + . . .+ apE = a0T
−1ApT + a1T

−1Ap−1T + . . .+ apT
−1T =

= T−1(a0A
p + a1A

p−1 + . . .+ apE)T = T−1f(A)T,


��� ��) ����	)� ��"�	 f � �
�"����
� �����
�� ���	�	
��

1��� f ��������
	 
	 ����
�� A � 
� ��������� ����$
%� �	
���% ���*
 ���
	���%� 
	�

$�� ��$�
��

%& �
	��
��� 
� f ��������
	 � 
	 ����
�� B � 5���� 
�"�� ����$
%� �	
���%

���*
 ���
	���%� �
�	��	


%� �
�(�
���� ������	
���
�� ���
	���%� ��
��	��
%� �
��

"����
% ψ(λ) = en(λ) � ;
	��
� f(λ) ���
��	*
 ��
� � 
� (� �
	��
�) 
	 ����
�	& A � B �

��#
��� ��!��
���
 �

�����)���

%� �
�"����
 r(λ) 
	���� �
� f(A) = r(A), f(B) = r(B) �
�� ���	�	

��� r(B) = T−1r(A)T � ������	
���
�� f(B) = T−1f(A)T �

��
������
� #�"��� �	
���	 ���	

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

·
·

·
Au

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

"�� A1, A2, . . . , Au � ��	��	

%� �	
���%� 
	�%�	�
�) ����
�
������5��� � �$��
	�	�
�)

A = {A1, A2, . . . , Au} �

7� -��� A . ����������������� ��	
���5

A = {A1, A2, . . . , Au},

	� f(A) . ����������������� ��	
��� ����

f(A) = {f(A1), f(A2), . . . , f(Au)}.

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6��	(�� �
	�	�	 #
� �����
�� ��) �
�"����
	� 
��� ���	(��� �
�

���� P (λ) = a0λ
p + a1λ

p−1 + . . . + ap � �
�"����
� 
� P (A) = {P (A1), P (A2), . . . , P (Au)} �

2<



6� � �� �� � �	 �� � � � 	 � �

A2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

·
·

·
Au

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A1

A2

·
·

·
Au

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A2
1

A2
2

·
·

·
A2
u

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= {A2
1, A

2
2, . . . , A

2
u}.

�� �
������ ��) �*$�"� 
	
��	��
�"� l

Al = {Al1, Al2, . . . , Alu}.
��#
���� ���� E1, E2, . . . , Es � ���
��
%� �	
���% 
�& (� ���)����� �
� � � �	
���

A1, A2, . . . , Au ���
��
�
��

�� 
�

P (A) = a0A
p + a1A

p−1 + . . . + apE =

= a0

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ap1
Ap2

·
·

·
Apu

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ a1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ap−1
1

Ap−1
2

·
·

·
Ap−1
u

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+ . . .+

+ap

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E1

E2

·
·

·
Eu

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P (A1)
P (A2)

·
·

·
P (Au)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

= {P (A1), P (A2), . . . , P (Au)}.
/
	�� ��) �
�"����
�� �����
�� 7 ���	�	
��

4$��
	��� ����� r(λ) �

�����)���

%� �
�"����
 �	"�	
(	�0������
�	 ��) ��
����

f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A � �� ���	�	

���

f(A) = r(A) = {r(A1), r(A2), . . . , r(Au)}. (3.2.1)

1��� ψ(λ) � ��
��	��
%� �
�"����
 ��) A � 
� ψ(A) = {ψ(A1), ψ(A2), . . . , ψ(Au)} =
= 0 � �
���	 ψ(A1) = 0, ψ(A2) = 0, . . . , ψ(Au) = 0 � 
��� ψ � 	

�����*!�� �
�"����
 ��)

���& �	
��� A1, A2, . . . , Au � �
�(��
�� ���& ��$�
��

%& �
	��
�� �	(��� �	
���% Al
�&���
 � �
�(��
�� ��$�
��

%& �
	��
�� A  � ���
�� ��	

��
��'� 8	� �	� �
�"����
 ψ �

	

�����*!�� ��) Al � 
� �� �	��
�
�	

f(ΛA) = r(ΛA),


���

f(λk) = r(λk), f ′(λk) = r′(λk), . . . , f (mk−1)(λk) = r(mk−1)(λk), k = 1, s,

7D



������

f(ΛA1) = r(ΛA1), f(ΛA2) = r(ΛA2), . . . , f(ΛAu) = r(ΛAu)

 ���� mk ��) Al �������)�
�) �� ��
��	��
��� �
�"����
� ��) Al � ��
��%� ����
 ψ � ��

������	
���
�� mk ��) Al 
� ������&���
 mk ��) A '� ��#
���

f(A1) = r(A1), f(A2) = r(A2), . . . , f(Au) = r(Au),

� �	��
�
��  7�2��' �	��9�
�) � ����

f(A) = {f(A1), f(A2), . . . , f(Au)}.

!
���
 0),)+� 6�	"�
	��
	) �	
���	 )��)�
�) �	�

%� ����	�� ��	����	"�
	��
�� �	�


���% � $���	�� ����� "�	�
�� ��	"�
	��� )��)*!����) ��	��	

%�� �	
���	�� ��"� ���

�)��	� 
��� ����	��� ��#
���� ���� �	
���	 �������
�) � ��	"�
	��
��� ����  �	
���	 ����
�
�� �
���
��%'� 
���

A = T{λ1, λ2, . . . , λu}T−1,


�

f(A) = T{f(λ1), f(λ2), . . . , f(λu)}T−1.

��� #
�� f(A) ����
 ��%��� ���� ��
���) f(λ) ��������
	 � 
���	& λ1, λ2, . . . , λu �

!
���
 0),),� 1��� �	
���	 �������
�) � (���	
���� 
���	��
�� �����

A = TJT−1,

"��

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 1
λ1 1

· ·
· ·

· 1
λ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

·
·

· ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λu 1
λu 1

· ·
· ·

· 1
λu

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

������ ����� ��	"�
	�� ���
 (���	
��% ���
�� ���)���� ν1, . . . , νu ���
��
�
��

�� 
��

��������) �����
�� 7 � ������
	
 ������	 7����� �������

f(A) = Tf(J)T−1,

7�



��

f(J) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f(λ1)
f ′(λ1)

1! · · · f(ν1−1)(λ1)
(n−1)!

f(λ1) · · · ·
· · · ·

· · ·
· f ′(λ1)

1!
f(λ1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

·
·

· ⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f(λu)
f ′(λu)

1! · · · f(νu−1)(λu)
(n−1)!

f(λu) · · · ·
· · · ·

· · ·
· f ′(λu)

1!
f(λu)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

#�#� =�	�
����(
����� �����-��� ���
�� ��3
�5���	
��

�� ���
� &	�	�
����
������� �
�"����
 |λE −A| 
� ����
 ��	

%& ���
�� � ���
� λ1,
λ2, . . . , λn � ��� �"� ���
�� 8�"�	 ��� ���	�	
��� mk �  2�2�C' �	�
% ���
��� � ��
��	��
%�

�
�"����
 �	
���% A ��
�

ψ(λ) = |λE −A| = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λn).

/

�����)���

%� ������) ���*
 ���

r(λk) = f(λk), k = 1, n. (3.3.1)

� #
�� ����	� r(λ) � �$%�
%� �

�����)���

%� �
�"����
 �	"�	
(	 ��) ��
���� f(λ) �


���	& λ1, λ2, . . . , λn ,

r(λ) =
n∑
k=1

(λ− λ1) . . . (λ− λk−1)(λ− λk+1) . . . (λ− λn)
(λk − λ1) . . . (λk − λk−1)(λk − λk+1) . . . (λk − λn)

f(λk).

4�����
�� �
 ������
���)�
 �

�����)���

%� ������)�  7�7��' � �"� �
���
� ��
�9� n � 0��

"�	�
� ��������
�* 7���2 ′

f(A) = r(A) =
n∑
k=1

(A− λ1E) . . . (A− λk−1E)(A− λk+1E) . . . (A− λnE)
(λk − λ1) . . . (λk − λk−1)(λk − λk+1) . . . (λk − λn)

f(λk).

2�6����
�� 
������ �
� &	�	�
����
������� �
�"����
 ����
 ��	

%� ���
�� 
� ��
��	���


%� �
�"����
� )��)*!���) ����
���� &	�	�
����
������"�� ����
 
����� ����
%� ���
�,

ψ(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) . . . (λ− λm).

� #
�� ����	�� �	� � � ����%��!��� ��� ���	�	
��� mk �  2�2�C' �	�
% ���
���� � �

�����)�

���

%� ������)  7�7��' ���
��	*
 ���

r(λk) = f(λk), k = 1,m.
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0 � 	 r(λ) � � � �$ �� �� � � � � �� � �	 �	 	�

r(λ) =
m∑
k=1

(λ− λ1) . . . (λ− λk−1)(λ− λk+1) . . . (λ− λm)
(λk − λ1) . . . (λk − λk−1)(λk − λk+1) . . . (λk − λm)

f(λk),

�� ������	
���
�� ��
���) �
 �	
���% 
	���
�) �	�

f(A) = r(A) =
m∑
k=1

(A− λ1E) . . . (A− λk−1E)(A− λk+1E) . . . (A− λmE)
(λk − λ1) . . . (λk − λk−1)(λk − λk+1) . . . (λk − λm)

f(λk).

7� 3	����
��� �$!�� ����	�,

ψ(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λs)ms , m1 +m2 + . . .+ms = m.

�����
	��� ��
���* r(λ)
ψ(λ) � )��)*!�*�) ��	����
�� ���$�*  ���� �
���
� �

�����)���

�"�

�
�"����
	 �	"�	
(	�0������
�	 r(λ) ��
�9� �
���
� m ��
��	��
�"� �
�"����
	 ψ(λ) '�

� ���� ����% ����
%& ���$��,

r(λ)
ψ(λ)

=
s∑

k=1

[ αk1
(λ− λk)mk

+
αk2

(λ− λk)mk−1
+ . . .+

αk,mk

(λ− λk)

]
, (3.3.2)

"�� αkj (j = 1,mk; k = 1, s) � 
���
��%� ����	� ������ � �	����
��
�� �
�"����
%

ψk(λ) =
ψ(λ)

(λ− λk)mk
.

6�) ��������
�) �����
���� ����
%& ���$�� αkj ��
�(�� �$� �	�
�  7�7�2' 
	 (λ− λk)mk �

������������) �����

%� �$��
	��
���,

r(λ)
ψk(λ)

= αk1 + αk2(λ− λk) + . . .+ αk,mk
(λ− λk)mk−1 + (λ− λk)mkρ(λ), k = 1, s,

"�� ρ(λ) � �	���
	��
	) ��
���)� 
� �$�	!	*!	)�) � ∞ ��� λ = λk � 4
�*�	

αkj =
1

(j − 1)!

[ r(λ)
ψk(λ)

](j−1)

λ=λk

, j = 1,mk, k = 1, s. (3.3.3)

L�����%  7�7�7' ���	�%�	*
� �
� �����
��� αkj � ��	��� �	�
�  7�7�2' �%�	(	*
�) �����

�
	��
�) �
�"����
	 r(λ) 
	 ����
�� �	
���% A � 	 #
� �
	��
�) 
	� �����

%, �
� �	�
%

���
��
�
��*!�� �
	��
�)� ��
���� f(λ) � �� ��������
%&� ��#
���

αkj =
1

(j − 1)!

[ f(λ)
ψk(λ)

](j−1)

λ=λk

, j = 1,mk, k = 1, s. (3.3.4)

����� 
�"� �	� ��� αkj 
	���
%� r(λ) ��(
� 
	�
� �� �����*!�� ������%� ��
��	) �����	�
�
�) ��
�(�
��� �$��& �	�
�� �	��
�
�	  7�7�2' 
	 ψ(λ) ,

r(λ) =
s∑

k=1

[
αk1 + αk2(λ− λk) + . . .+ αk,mk

(λ− λk)mk−1
]
ψk(λ). (3.3.5)

� #
�� ������� �%�	(�
�� � ��	��	

%& ���$�	&� �
�)!�� � �	���
�� �
�(�
��) ����� ψk(λ) �

� ����  7�7�:' �	�
� ����� ����%& mk ���
�� �	���(�
�) 8�����	 �� �
���
)� λ − λk ��)

��
���� f(λ)
ψk(λ)

�
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��� 	 �  7 7 '  7 7 ?' �$ �� �� � ����� 	! � �� � � � � 	 � � �� �

f(λ) ��� �	������$� �� ��������
��� �����
	��� r(λ) � ����

r(λ) =
s∑

k=1

[
f(λk)ϕk1(λ) + f ′(λk)ϕk2(λ) + . . . + f (mk−1)(λk)ϕk,mk

(λ)
]
. (3.3.6)

;���� ϕkj(λ) (j = 1,mk, k = 1, s) � ��"�� �%����)��%� �
�"����
% �
 λ �
���
�� ��
�9��

m � .
� �
�"����
% ����
� �������)*
�) �	�	
��� ψ(λ) � 
� �	���)
 �
 �%$��	 ��
����
f(λ) � >���� #
�& �
�"����
�� �	�
� ����� �
	��
�� ��
���� 
	 ����
�� �	
���% A � 
���

�	�
� m � "�� m � �
���
� ��
��	��
�"� �
�"����
	�

���
� ��� �
	��
�) f 
	 ����
�� �	
���% A �	�
% 
��*� �	 ����*��
��� ��
�"� f (j−1)(λk) =
= 1 � 
�"�	 ��) 
	��� ��
����  7�7�B' �����
 ���

r(λ) = ϕkj(λ).

8	��� �$�	���� ������� ϕkj(λ) . ��	�
����������� ��������� ���
����
3������	
� ���

�������� � ��	�
�� ��� �������� �� ����	
� ��	
��� A 
���� ����� �� ����������� ������
f (j−1)(λk) � 
������ +�

/� ������%  7�7�B' ������
 �������� '�
���� ��� f(A) ,

f(A) =
s∑

k=1

[
f(λk)Zk1 + f ′(λk)Zk2 + . . .+ f (mk−1)(λk)Zk,mk

]
. (3.3.7)

"��

Zkj = ϕkj(A), j = 1,mk, k = 1, s.

�	
���% Zkj ����
� �������)*
�) �	�	
��� �	
���% A � 
� �	���)
 �
 �%$��	 ��
����

f(λ) � � ��	��� �	�
�  7�7�C' ��
���) f(λ) �����
	���
	 
����� ������ �
	��
�)�� 
	 ����
��

�	
���% A �

�	
���% Zkj (j = 1,mk, k = 1, s) 
	�%�	*
�) ���	����69
�
 ��	

(��
 ���

��������	��
 ��	

(� A �

;	
������	� ��� #����

% ��	��	

�� �	
���% ���)��	 n � 
���
���� ��������	

��
 
	������� �������"�	��������' ���)���� �% �����	!	�� �
�(��
�� ��	��	

%& �	
��� n �

"� ���)��	 
	� ����� C � ��
��
�� n2 ����
�� ����
�	
�
�� 
	� #
�� ����� � ��
��
��

%��

����	��)�� ���(�
�) ���
���� � ��
�(�
�) ���
��	 
	 ��������
�� ������ 8�"�	 ���
	��)�

*!�� �	
���% ��(
� �	���	
���	
� �	� ���
��	 #
�"� ����
�	
�
�	�

$��
��� #�#��� /�������	� ��	
��� A ������� �����������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6���
��
���
�� ���
� ��
��
	) ���$�
	��) m ���
���� Zkj
�	�
	 
��*,

s∑
k=1

mk∑
j=1

ckjZkj =
s∑

k=1

mk∑
j=1

ckjϕkj(A) = 0. (3.3.8)

4�������� �

�����)���

%� �
�"����
 r(λ) � ����!�* m �������

r(j−1)(λk) = ckj (j = 1,mk, k = 1, s). (3.3.9)

8�"�	 ��"�	�
�  7�7�B'

r(λ) =
s∑

k=1

mk∑
j=1

ckjϕkj(λ). (3.3.10)

0�	�
��	)  7�7�E' �  7�7��D'� �������

r(A) = 0.

7:



� � � � �� �� � � � � � � �� 	 r(λ) � �� � m � � � � � 	� � �

�
�"����
	� 8	� �	� �

�����)���

%� �
�"����
 ��	�	��) 	

�����*!�� ��) A � 
� �
 ���

��
�) 
	 ��
��	��
%� �
�"����
 ψ(λ) �
���
� m � �
�"����
 �
���
�� ��
�9�� m � ����
�)


	 �
�"����
 �
���
� m 
����� 
�"�	� ��"�	 �
 �	��
 
��*� 0�����	
���
�� r(λ) = 0 � 
�


�"�	 ��  7�7�<'

ckj = 0, j = 1,mk, k = 1, s. (3.3.11)

/
	�� �� �	��
�
�	 
��* ��
��
�� ���$�
	���  7�7�E' ������
 �	��
�
�� 
��* ��#������

��

#
�� ��
��
�� ���$�
	���  7�7���'� .
� ��
	�	�
� �
� ���
��	 Zkj ��
��
� 
��	�����%�

;	��
��� �
� �� ��
��
�� 
��	�������
� ���
	��)*!�& �	
��� Zkj ������
� �
� 
� ��
	
�� #
�& �����
�

 
� �	�
	 
��*� 4
��
�� 
	�(�� �
� �*$%� ��� �� �����
�

 �����
	
��

���
% ��(�� ��$�� � � �	
����� A � ��������� ��� �
� � �
�"����
% �
 A �

#�%� �
���	�����
� '���(
� �	 ��	

( 
����
�

���
� �	
	 ��	��	

	) �	
���	 A = (aij) ���)��	 n � ��
��	��
%� �
�"����
��

ψ(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λs)ms , m1 +m2 + . . .+ms = m,

� ���
� ��
���� f(λ), f1(λ), f2(λ), . . . , fp(λ), . . . ��������
% 
	 ����
�� �	
���% A �

��
������
� #�%��� @����)
� �
� ���������	��5���	5 '���(
� {fp(λ)} �	
��
	��
�

 p→ ∞ � ����	�
��� �
����� �� ����	
� ��	

(� A � ���� ��!��
��*
 ������%

lim
p→∞fp(λk), lim

p→∞f ′p(λk), . . . , lim
p→∞ f (mk−1)

p (λk), k = 1, s.

@����)
� �
� ���������	��5���	5 '���(
� {fp(λ)} �	
��
	�� �

 p→ ∞ � '����

(

 f(λ) �� ����	
� ��	

(� A � � ��9�


lim
p→∞fp(ΛA) = f(ΛA),

����

lim
p→∞ fp(λk) = f(λk), lim

p→∞ f ′p(λk) = f ′(λk), . . . , lim
p→∞ f (mk−1)

p (λk) = f (mk−1)(λk), k = 1, s.

1��� �	���	
���	
� ��	��	

%� �	
���% n �"� ���)��	 �	� ���
��	 � n2 ����
�� ��
��
��

����
�	
�
�� En2 � 
� �&������
� ��������	
���
��
� �	
��� ��
��
��

� ��������
� �	� ���

������
	

�* �&������
�  ���(� �% �%)�
��� �
� 
	�	) �&������
� #����	��


	 �&������
�

�� �*$�� �	
���
�� 
����'� 8	��� �$�	���� �% $���� ��&���
� �� �����*!�"� ��������
�)�

��
������
� #�%�"� H���� "�����
�� �
� ���������	��5���	5 ��	

( {Bp = (bpij)}

���	 �
���� �

 p→ ∞ � ���� ��!��
��*
 ������%

lim
p→∞ bpij, i, j = 1, n.

H���� "�����
�� �
� ���������	��5���	5 ��	

( {Bp = (bpij)} ����
	�� � ��	

(�
B = (bij) �

 p→ ∞ � ����

lim
p→∞ bpij = bij , i, j = 1, n.

7?



4� � 	 ��� ��	  7 7 C'� � ��� ��	

f(A) =
s∑

k=1

[
f(λk)Zk1 + f ′(λk)Zk2 + . . .+ f (mk−1)(λk)Zk,mk

]
, (3.4.1)

�%�	(	�
 f(A) ����� �
	��
�) f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A � � ���� ��
��
�� 
��	�������
�

�	
��� Zkj �� #
�� ������% ������
� �
� ��� ��
���� f(A) � ��������

%� 
	 ����
�� A � ���

�	�	

�� ��������	

�� �	
���� A �$�	��*
 m ����
�� ��
��
�� �������
�	
�
�� � En2 �

$	����� Zkj (j = 1,mk, k = 1, s) � � #
�� $	���� ���
�� f(A) ����
 ������ ������
	
	��

m �
	��
�� ��
���� f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A �

.
� ���$�	(�
�) ���	*
 �����9�

� �����	�
�� �����*!�* 
�������

$��
��� #�%��� %�� 	���� �	��� ���������	������	� ��	
�� {fp(A)} �
� p → ∞ ���

������ � ����	�
��� �
������ ���������� � ���	�	����� �	��� ���������	������	� �������

{fp(λ)} �
� p→ ∞ �� ����	
� ��	
��� A �	
������� � �
�����) !
� "	��

lim
p→∞ fp(ΛA) = f(ΛA)

	���� � 	����� 	����� �����

lim
p→∞ fp(A) = f(A).

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� %��	�	�����	�� ���
� �
	��
�) fp(λ) 
	 ����
�� �	
���% A
��� p→ ∞ �&��)
�) � �������
%� �
	��
�)�� 8�"�	 �� ��
��
�� ������%  7�:��'� �	���	

��
��) ��
���� ��������	
���
��
� fp ,

fp(A) =
s∑

k=1

[
fp(λk)Zk1 + f ′p(λk)Zk2 + . . .+ f (mk−1)

p (λk)Zk,mk

]
, (3.4.2)

������
 ��!��
���	
�� ������	 lim
p→∞ fp(A) � 1��� � 
��� (� lim

p→∞ fp(ΛA) = f(ΛA) � 
�� �����

&��) � ������� � ��	��� �	�
�  7�:�2'� �% ������� ��	��* �	�
�  7�:��'� .
� ��
	�	�
� �
�

lim
p→∞ fp(A) = f(A) �

6����������	�� 4$�	

�� ���
� ��!��
���
 lim
p→∞ fp(A) � 3	
�� �% ���	�	��� �
� ����

�	���	
���	
� �	
���% �	� ���
��	 � n2 ����
�� ��
��
�� ����
�	
�
��� 
� m ���
����

Zkj, j = 1,mk, k = 1, s,

��
��
� 
��	�����%� ;	��������� 
���
���* 
����	��* #����

�� � �	
���	&  
	�������

�
	�	�	 �	
������� #����

% ������ �
����� �	
�� �
���� � 
���� 
	��
��� n ��'� ���������

m < n2 � 
� �	
���	� ���
	���

	) �� ���
���� Z11, Z12, . . . , Z1,m1 , Z21, Z22, . . . , Z2,m2 , . . . ,
Z21, Zs1, Zs2, . . . , Zs,ms �	� �
��$���,

⎛
⎜⎜⎜⎝
Z

(1)
11 . . . Z

(1)
1,m1

Z
(1)
21 . . . Z

(1)
2,m2

. . . Z
(1)
s1 . . . Z

(1)
s,ms

Z
(2)
11 . . . Z

(2)
1,m1

Z
(2)
21 . . . Z

(2)
2,m2

. . . Z
(2)
s1 . . . Z

(2)
s,ms

· . . . · · . . . · . . . · . . . ·
Z

(n2)
11 . . . Z

(n2)
1,m1

Z
(n2)
21 . . . Z

(n2)
2,m2

. . . Z
(n2)
s1 . . . Z

(n2)
s,ms

⎞
⎟⎟⎟⎠

����
 �	
" m � ��#
��� ��!��
���
 ��
�� m �"� ���)��	� �
�)!��� 
	������� � �
���	&

i1, i2, . . . , im � ��
��%� �
����
 �
 
��)� 3	���	
���	) �	
���% fp(A) � Zkj �	� ���
��	

� n2 ����
�� ��
��
�� ����
�	
�
��� 	 �	��
�
��  7�:�2' �	� �	��
�
�� ���
����� ����	�
)��

������
	
% #
�& ���
���� � 
����	�� i1, i2, . . . , im � �������

f (il)
p (A) =

s∑
k=1

[
fp(λk)Z

(il)
k1 + f ′p(λk)Z

(il)
k2 + . . .+ f (mk−1)

p (λk)Z
(il)
k,mk

]
, l = 1,m.
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4

���
���
� m �
	��
�� f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A  
��� fp (λk), j 0,mk 1, k
= 1, s ' #
� ��
� ���
��	 m ��
��
%& ��	�
�
�� � m 
������

%��� 8	� �	� �� ��������
���

����	�	�
 � �	����
��

%� �%9� ��
����� 
� �
 �
����
 �
 
��)� 0�����	
���
�� ���
��	
����
 ���
�
��

�� ��9�
��� � �
	��
�) f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A ��
��
	�
� � ��
��
�

�%�	�)
�) ����� m �
	��
�� f
(il)
p (A), l = 1,m � 
��� ����� �	����
� m #����

�� �	
���%

fp(A) ,

f (j)
p (λk) =

m∑
l=1

βilf
(il)
p (A), j = 0,mk − 1, k = 1, s.

4
�*�	 ������
 ��!��
���	
�� ������	 lim
p→∞ fp(ΛA) � 
�
 �	�
� �
� �� �	��
�
�	 lim

p→∞fp(A) =

= f(A) ������
 �	��
�
�� lim
p→∞fp(ΛA) = f(ΛA) �

.
	 ������	 ���������	�
 ��
��
��

��
� � �$!
��
� �	

�"� 
	�� ��������
�) ��
����
�
 �	
���%� f(A) ���"�	 �����	�
�) �������
%� ����&���� �� gp(A) ��� p→ ∞ � ���� 
�����

��������	
���
��
� �
�"����
�� gp(λ) �&���
�) � f(λ) 
	 ����
�� �	
���% A �

��
������
� #�%�#� @����)
� �
� 
��
∞∑
p=0

up(λ) ����
	�� �� ����	
� ��	

(� A �

'���(

 f(λ) � � ��9�


f(ΛA) =
∞∑
p=0

up(ΛA), (3.4.3)

���� ��� ��"�����*!�� ����� ��
���� ��������
% 
	 ����
�� �	
���% A � ���*
 ���
�

�	��
�
�	

f(λk) =
∞∑
p=0

up(λk), f ′(λk) =
∞∑
p=0

u′p(λk), . . . , f (mk−1)(λk) =
∞∑
p=0

u(mk−1)
p (λk), k = 1, s.

6��"��� ����	��� ���� ����(�
�

Sp(λ) =
p∑
q=0

uq(λ), p = 0, 1, 2, . . . ,


�  7�:�7' �	�
�����
� �	��
�
��

f(ΛA) = lim
p→∞Sp(ΛA).

0 ���������	
��� #
�"� �	�
	 
�����	 7�:�� ��(�
 $%
� ��������������	
	 �����*!�� �$�

�	����

$��
��� #�%�"� %�� 	���� �	��� 
��
∞∑
p=0

up(A) �������� � ����	�
�� ��	
���� ������


���� � ���	�	����� �	��� 
��
∞∑
p=0

up(λ) �������� �� ����	
� ��	
��� A ) !
� "	��

f(ΛA) =
∞∑
p=0

up(ΛA)

	���� � 	����� 	����� �����

f(A) =
∞∑
p=0

up(A).

���
� �	
 �
���

�� �)� � ���"�� �&������
� |λ− λ0| < R � ������ f(λ) ,

f(λ) =
∞∑
p=0

αp(λ− λ0)p (|λ− λ0| < R). (3.4.4)

7C



	 	 � � � � � � � � � �� � � ����� � �� 	 �*$�� ��� �	� � � �� 	

�&������
�� 
� �)�  7�:�:' �&���
�) 
	 ����
�� �*$�� �	
���%� ��$�
��

%� �
	��
�) ��
����

���	�	*
 �
�
�� ���"	 �&������
��

8	��� �$�	���� ����
 ���
�

$��
��� #�%�#� -��� ������� f(λ) 
�������	�� � �	������� 
�� � �
��� |λ− λ0| < R �

f(λ) =
∞∑
p=0

αp(λ− λ0)p,

	�

f(A) =
∞∑
p=0

αp(A− λ0E)p

��� ����� ��	
��� A � ����	������ �������� ��	�
�� ����	 ���	
� �
��� ��������	�

|λ− λ0| < R �

8	� �	� �� ���� ��������
�� �������
�

eλ =
∞∑
p=0

λp

p!
; cos λ =

∞∑
p=0

(−1)p
λ2p

(2p)!
; sinλ =

∞∑
p=0

(−1)p
λ2p+1

(2p + 1)!
,


� �� 
�����% 7�:�7 �%
��	*
 �����*!�� �	���(�
�),

eA =
∞∑
p=0

Ap

p!
; cosA =

∞∑
p=0

(−1)p
A2p

(2p)!
; sinA =

∞∑
p=0

(−1)p
A2p+1

(2p + 1)!
,

���	������%� ��) �*$�� �	
���% A � 5���� 
�"�� ���������

(1 − λ)−1 =
1

1 − λ
=

∞∑
p=0

λp, |λ| < 1,


�

(E −A)−1 =
∞∑
p=0

Ap, |λk| < 1, k = 1, s.

��(
� ���	�	
� �����*!�� �����
�� ��
���� �
 �	
���%�

:� !��	� P (u1, u2, . . . , ul) . ��������� �	 l ��
������� u1, u2, . . . , ul 7
f1(λ), f2(λ), . . . , fl(λ) . ������� �	 λ � ��
��������� �� ����	
� ��	
��� A �

p(λ) ≡ P (f1(λ), f2(λ), . . . , fl(λ)) ) 8���� ��

p(ΛA) = 0 (3.4.5)

������	

P (f1(A), f2(A), . . . , fl(A)) = 0.

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� r1(λ), r2(λ), . . . , rl(λ) � �

�����)���

%� �
�"����
%

�	"�	
(	�0������
�	 ��) f1(λ), f2(λ), . . . , fl(λ) � ����(��

h(λ) = P (r1(λ), r2(λ), . . . , rl(λ)).

4�����
�� h(λ) � �
�"����
� �
	��
�) ��
���"� 
	 ����
�� �	
���% A ����	�	*
 �� �
	���


�)�� p(λ) � 
��� p(λA) = h(λA) � 4�
	�� ��  7�:�?' ������
� �
� h(λA) = 0 � 4
�*�	 �%
��	�
�

�
�

P (f1(A), f2(A), . . . , fl(A)) = P (r1(A), r2(A), . . . , rl(A)) = h(A).
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� � �� �� � � ��� ��  7 ' h( ) 0 0 � � � �� 	�	 �

0�"�	�
� �����
�� : �� 
�(���
�	 sin2 λ+ cos2 λ = 1 ������
� �
� ��) �*$�� �	
���% A

sin2A+ cos2A = E

 
	�� ��)
� P (u1, u2) = u2
1 + u2

2 − 1, f1(λ) = sinλ, f2(λ) = cosλ '�

H��) � �����
�� : P (u1, u2) = u1u2 − 1, f1(λ) = eλ, f2(λ) = e−λ � �������� �
� ��) �*$��
�	
���% A

eAe−A = E,

������	
���
��

e−A = (eA)−1.

H��) � �����
�� : P (u1, u2, u3) = u1 − u2 − iu3, f1(λ) = eiλ, f2(λ) = cos λ, f3(λ) = sinλ �

��) �*$�� �	
���% A $���� ���
�

eiA = cosA+ i sinA.

���
� f(λ) = 1
λ � A = (aik) � 
��%��(��

	) �	
���	� 8	� �	� ��$�
��

%� �
	���


�) 
��%��(��

�� �	
���% �
���
% �
 
��)� 
� f(λ) ��������
	 
	 ����
�� �	
���% A �

��#
��� � �	��
�
�� λf(λ) = 1 ��(
� �	��
�
� λ 
	 A ,

Af(A) = E,


���

f(A) = A−1.

4$��
	�	) ����� r(λ) �

�����)���

%� �
�"����
 ��) ��
���� 1
λ � �% ��(�� �����
	��
�

�$�	

�* �	
���� A−1 � ���� �
�"����
	 �
 �	

�� �	
���% A ,

A−1 = r(A).

3	����
��� �	���
	��
�* ��
���* ρ(λ) = g(λ)
h(λ) � "�� g(λ) � h(λ) � ��	��
� ����
%�

�
�"����
% �

���
���
� λ � .
	 ��
���) ��������
	 
	 ����
�� �	
���% A 
�"�	 � 
�����

�"�	� ��"�	 ��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A 
� )��)*
�) ���
)�� �
�"����
	 h(λ) � 
���

��"�	 |h(λ)| �= 0 � ��� �%���
�
�� #
�"� ������) �% ��(�� � 
�(���
�� ρ(λ)h(λ) = g(λ)
�	��
�
� λ 
	 A ,

ρ(A)h(A) = g(A).

4
�*�	

ρ(A) = g(A)[h(A)]−1 = [h(A)]−1g(A).

� �	��*��
��� �
��
��� �
� � 
	� ����
�) ��	 ���
����	��
� �	�
%& �����$	 �%�����
�)

��
���� �
 �	
���%,

�� 0 ����!�* �

�����)���

�"� �
�"����
	 �	"�	
(	�0������
�	�

2� 0 ����!�* �������
�) �	
���% A � (���	
���� 
���	��
�� ������ 1���

A = TJT−1,


�

f(A) = Tf(J)T−1,

������ f(J) ��"�� �%���%�	�
�)�

7<



�� � �
 � �
� � 
 (

%��� >�
�

������� �
��	
���	��� ?��	�
��� ��
���

���
� En � ��
��
����
�� ���
��
�� ����
�	
�
�� 
	� ����� ����
��
���
%& ����� R

��� 
	� ����� ��������
%& ����� C � R
+ = {x ∈ R : x ≥ 0} �

��
������
� %����� 4
�$�	(�
�� || || : En → R
+ � �
	�)!�� � ���
��
�
��� ���
���

x ∈ En ����� ||x|| ∈ R
+ � 
	�%�	�
�) ��
���� ���� �
� ������
���)�
 �����*!�� �����
�	�,

1. ||x|| = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 x = 0 +

2. ||λx|| = |λ|||x||, λ ∈ R (��� λ ∈ C) +
3. ||x + y|| ≤ ||x|| + ||y||, x,y ∈ En �

���
��
�� ����
�	
�
�� � �����

�� 
	 
�� 
����� 
	�%�	�
�) ��
�

��������

0����
�	 
���% � �����
�	 ���
% ���
��	� 5	(��� ��
��
����
�� ���
��
�� ����
�	
�
�
�� ��(
� �����	
�
� � 
�������	

�� � ����!�* �����
�) 
��������& 
���� =	 �	

��

���
��
�� ����
�	
�
�� ��!��
���
 $����
��
�� �
�(��
�� 
���� ��
��
%& � ������"	
����


%&� /��*
�) 
�� ��
��
%� 
���%  ����� �% ��������� � En $	���� � 
�� �	(�%� ���
�� x
����
 ������
	
% x = (x1, x2, . . . , xn) ',

||x||I =
n∑
i=1

|xi|���	�!�

-����� ��
��;

||x||II =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2��'�

-����� ��
��;

||x||∞ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|}����
-����� ��
��.
1��� ��
��
�� ����
�	
�
�� �	���	
���	�
�) 
	� ����� R � 
� ����������* 
���� 
	�%�

�	*
 
	�(� ����
������ 	 ���� 
	� ����� C � 
� �� 
	�%�	*
 !
�
	�����

6��	(��� �
� #
� 
���%�

�� 4�����
�� ||x||I =
n∑
i=1

|xi| = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 xi = 0 ��� �	(��� i � 
���

x = 0 �

6	���� ||λx||I =
n∑
i=1

|λxi| = |λ|
n∑
i=1

|xi| = |λ|||x||I �

=	��
��� ||x + y||I =
n∑
i=1

|xi + yi| ≤
n∑
i=1

|xi| +
n∑
i=1

|yi| = ||x||1 + ||y||I �

8	��� �$�	���� || ||I � 
���	�

2� 4�����
�� �
� ||x||II =

√
n∑
i=1

|xi|2 = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 xi = 0 ��� �	(���

i � 
��� x = 0 �

6	���� ||λx||II =

√
n∑
i=1

|λxi|2 = |λ|
√

n∑
i=1

|xi|2 = |λ|||x||II �

=	��
��� ||x + y||II =

√
n∑
i=1

|xi + yi|2 ≤
√

n∑
i=1

|xi|2 +

√
n∑
i=1

|yi|2 = ||x||II + ||y||II � ������
��


��	��
�
�� �%
��	�
 �� 
��	��
�
�	 5�9��H�
)������"�

( n∑
i=1

xiȳi
)2 ≤ ( n∑

i=1

|xi|2
)( n∑

i=1

|yi|2
)
, (4.1.1)
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�	 	*!� � � �	 � � � 	� � �� �� � ��� � � ��� � �� �� �� �� � ���

���
 #
�& ���
����,

(x,y) ≤ ||x|| · ||y||.
6���
��
���
�� �������� ��	��	

%� ���
� �� �$��& �	�
�� 
��	��
�
�	  :����'� �	
�� �$�

�	�
� ������

�"� 
��	��
�
�	 ������ � ���$	��� � 
�� �%�	(�
��

n∑
i=1

|xi|2 +
n∑
i=1

|yi|2,

� ������
	
� ��"� �������

n∑
i=1

|xi + yi|2 ≤ (√√√√ n∑
i=1

|xi|2 +

√√√√ n∑
i=1

|yi|2
)2
.

4�
	�
�) ������� ��	��	

%� ����
� �� �$��& �	�
�� ������
�"� 
��	��
�
�	�

7� 4�����
�� ||x||∞ = max |xi| = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 xi = 0 ��� �	(��� i � 
���

x = 0 �

6	���� ||λx||∞ = max |λxi| = |λ|max |xi| = |λ|||x||∞ �
=	��
��� ||x + y||∞ = max |xi + yi| ≤ max |xi| + max |yi| = ||x||∞ + ||y||∞ �

8	��� �$�	���� || ||∞ � 
���	�

��
������
� %���"� =���% ||·||1 � ||·||2 
	�%�	*
�) !��
�����	���
� ���� ��!��
��*



	��� ����
��
���
%� ����	 β ≥ α > 0 � �
� ��) ���& x ∈ En

α||x||1 ≤ ||x||2 ≤ β||x||1. (4.1.2)

���	(��� �
� ��������

�� �

�9�
�� ����
��
���
� )��)�
�) �

�9�
��� #����	��


��

�
��

�� 9�����������	�5 ||x|| ∼ ||x|| � ��������� ||x|| = ||x|| = ||x|| � 
�  :���2' �%���
)�
�) �

α = β = 1 �

2� 3����	
�����	�5 1��� ||x||1 ∼ ||x||2 � 
� ||x||2 ∼ ||x||1 � ���
� ||x||1 ∼ ||x||2 � 
���

�%���
)�
�)  :���2'� 8�"�	 1
β ||x||2 ≤ ||x||1 ≤ 1

α ||x||2 � 
��� α1||x||2 ≤ ||x||1 ≤ β1||x||2 � "�� α1 =
= 1

β , β1 = 1
α � ������� � ���� 
�"�� �
� β ≥ α > 0 � $���
 �%���
�
� β1 = 1

α ≥ 1
β = α1 > 0 �

8	��� �$�	���� ||x||2 ∼ ||x||1 �

7� 8
����	�����	�5 1��� ||x||1 ∼ ||x||2 � 	 ||x||2 ∼ ||x||3 � 
� ||x||1 ∼ ||x||3 � ���
� ||x||1 ∼
||x||2, ||x||2 ∼ ||x||3 � 0�"�	�
� ��������
�* :���2 #
� ��
	�	�
� �
� 
	���
�) ���
�)

%� β1 ≥
α1 > 0, β2 ≥ α2 > 0 
	���� �
�

α1||x||2 ≤ ||x||1 ≤ β1||x||2, α2||x||3 ≤ ||x||2 ≤ β2||x||3.

/� ������
�& ���& 
��	��
�
� ������
� �
�

α1α2||x||3 ≤ ||x||1 ≤ β1β2||x||3,

������ β1β2 ≥ α1α2 > 0 � 0�����	
���
�� ||x||1 ∼ ||x||3 �

2	��
 ���
� %����� 8
� �������� ��
�� "��������	���

:�



6� 	 � 	 � � � � 	 	

||x||∞ = max
i

|xi| ≤ ||x||1 =
n∑
i=1

|xi| ≤ nmax
i

|xi| = n||x||∞,


� ||x||1 ∼ ||x||∞ � ���������

||x||∞ = max
i

|x|i ≤ ||x||2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i ≤

√
nmax

i
x2
i ≤

√
nmax

i
|xi| =

√
n||x||∞,


� ||x||2 ∼ ||x||∞ � F
���(��
�� ���	�	
��

<���-� %����� 6��	(�
�� �
�

||x||H =
( n∑
i=1

|xi|p
) 1

p ,

"�� p > 1 � 
	
��	��
�� ������ )��)�
�) 
������ 4
	 
	�%�	�
�) ��
��� ���5��
��

%�"� 1�����	� 	������

� 1��
�����	���	5 ��
� � ����-����
��� �
��	
���	���

=	���
�� 
���
��%� ��
)
�) �� ��
����
	��
�"� 	
	���	�

��
������
� %�"��� @����)
� �
� 
	 �
�(��
�� X ��
������� �	
��	�
� 	������
�

-������ �
��	
���	��� ���� �	�	
	 ���
��	 σ �"� ����
�(��
�� �$�	�	*!	) �����
�	��,

�' �	�� �
�(��
�� X � ���
�� �
�(��
�� φ ���
	���(	
 σ +

2' �$M���
�
�� �*$�"� ����	 �
�(��
� ���
��% σ ���
	���(�
 σ +

7' ��������
�� �*$�"� ��
��
�"� ����	 �
�(��
� ���
��% σ ���
	���(�
 σ �

0��
��	 σ � ������
���)*!	) ������)� �'�7'� 
	�%�	�
�) 	������
�� 
	 �
�(��
�� X � 	

���
	��)*!�� �� �
�(��
�	 � �	�
�	��
 � !	�� 	������

�

�	�	� ���
�)!	) �� �
�(��
�	 X � 
�����"�� σ 
	�%�	�
�) 	������
-���
� �
��	
���

�	����

8�����"������� ����
�	
�
�� �$%�
� �$��
	�	*
 ����� T = (X,σ) � 1��� ��
)

� �	�	)


	 X �%$�	
	 
�����"�)� 
� �	�
� 
�����"������� ����
�	
�
�� �$��
	�	*
 
�� (� $�����

X � �
� � �	�� �
�(��
���

��
������
� %�"�"� �	�
�	�� ��
��	���	56 	�-�
 x � ���
	���(	!�� 
�����"����

����� ����
�	
�
�� T = (X,σ) � 
	�%�	�
�) �*$�� �
��%
�� �
�(��
��� �����(	!�� 
���� x �

��
������
� %�"�#� 4
�$�	(�
�� f ��
�"� 
�����"������"� ����
�	
�
�	 T = (X,σ) �

���"�� S = (Y, σ1) 
	�%�	�
�) ���
�
����� � 	�-�� x � ���� ��) �	(��� �
��%
�� �����
�


��
� σf(x) 
���� f(x) 
	���
�) 
	�	) �
��%
	) �����

��
� σx 
���� x � �
� f(σx) ⊂ σf(x) �

����� %�"��� '	��
������ f : T → S ���
�
���� 	���� � 	����� 	����� ����� ������

�
���
�� ������ �	�
�	��� ������	�� �	�
�	�

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� f � 
�����%�
�� �
�$�	(�
�� � G � �
��%
�� �
�(��
��

� S � 1��� ���
%� ����$�	� G 
� ���
� 
� �
 � �
��%
�� �
�(��
��� 6���
��
���
�� ����

a ∈ f−1(G) � 
�� ��������� f 
�����%�
� � 
���� a � ��!��
���
 
	�	) �
��%
	) �����

��
�

σa 
���� a � �
� f(σa) ⊂ G � 
��� σa ���
	���(�
 f−1(G) � ���
��� ����$�	�� �
�(��
�	

G � ��������� f−1(G) =
⋃
a∈f−1(G) σa � 
� f−1(G) � �
��%
�� �
�(��
��� �	� �$M���
��


�� �
��%
%&� 1��� ���
%� ����$�	� G � ���
�� �
�(��
���
� �
� �
��%
�� �$� �&���
 �


�����"�*�

:2



4$�	 �� ��� �� ���$�	� �*$� � � � � � S � �� 	 � � � � f (σ)
�
��%
�� �
�(��
�� � T � �$�	� ��
���"� �����(�
�) � σf(a) � 
��� f � 
�����%�
��

� ����� ��
����
	��
�"� 	
	���	 ���	�%�	�
�) �����*!�� �$�$!�
�� 
�����% ������

9
�	��	,

$��
��� %�"��� -��� f : T → R . ���
�
����� �	��
������ 	�������������� �
��	
��


�	�� T � �������� �
���� R � M . ������	��� ������	�� � T � 	� f ��
������� �

���	����	 ����� 	����� ������ � ��
���� �
���� �� M �

5	� �% �
	��� 
�����"�) 
	 X ��(�
 $%
� �	�	
	 � ����!�* �������)*!�� ���
��%

�����

��
���

���
���) � �	����
��
�* ����
�	
�
�	 En � 8�����"�* 
	 #
�� ����
�	
�
�� �
�������



���	� =	����� ε ���
��	���	56 a ∈ En �
�(��
�� Oε(a) = {x ∈ En : ||x − a|| < ε} � .
�

ε ������

��
� ����(�	*
 
�����"�* � En � �*$�� �
�(��
�� � En � ��
���� �����
	����

� ���� �$M���
�
�) 
	��& ε ������

��
�� ��� ��������(
%& a � ��������(
%& ε � 
	�����

�
��%
%�� 8�� �	�%� En �����	!	�
�) � ��
��
�� 
�����"������� ����
�	
�
��  
	 �	���

����� � �"� �	�

%� ����	� � ��
��
�� 
�������	

�� ����
�	
�
��'� ����
�	
�
�� En N


���
���� �	�	

�� 
����� ��(
� �����	
�
� 
	�(� � ��
�������� ����
�	
�
��� ���� ����
�

�	��
�)
��
ρ(x,y) = ||x − y||. (4.2.1)

<���-� %�"��� �������
�� �
� �	��
�
��  :�2��' �������)�
 ��
�����

/� ��
����
	��
�"� 	
	���	 �����

�� �
� 
�����%�
��
� �
�$�	(�
�) f : X → Y ��
�

�������"� ����
�	
�
�	 X � ��
�������� ����
�	
�
�� Y #����	��


	 
���� �
� ���� xn →
x, xn, x ∈ X � 
� f(xn) → f(x) �

$��
��� %�"�"� '	��
������ || · || : En → R
+ �����	�� ���
�
������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� � ���� �����
� �	��
�)
�)

|ρ(xn,0) − ρ(x,0)| ≤ ρ(xn,x)

 �	�
��
� ���& �
���
 
���"���
��	 
� ������&���
 
��
��� �
���
%'� � ���� #
�"� 
��	��
�

�
�	 ��� xn → x $���� ���
�,

ρ(xn,0) → ρ(x,0),

�
� #����	��


� 
���� �
�

||xn|| → ||x||.
� ���� �	���	
�) ����� 
������� :�2�2 #
� #����	��


� 
�����%�
��
� 
���%�

0����*!�� ������
	
 �$�$!	�
 �
���(��
�� :�����

$��
��� %�"�# .�6�	�
�
�/�  �� ��
�� �� ���������� �
��	
���	�� "��������	��

����� ������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� � ���� 
�"�� �
� #����	��


��
� 
��� 
�	
��
��
	� ���
	
��
� ���

�	�	
�� �
� �*$	) 
���	 
	 En #����	��


	 ���������� 
���� || · ||II � 3	����
��� �*$�*


���� || · || 
	 ���
��
�� ����� ||x||II = 1 � 1��
��
	) ����	 � �	��
�
�� �"�	
���

�� �
��

(��
��� 
��� ����	�

��� �� 
������ :�2�2 || · || � 
�����%�
�� �
�$�	(�
��� ������	
���
��

�� 
������ :�2�� || · || �"�	
���
	 
	 ���
��
�� ����� � ���
�"	�
 
	 
�� ����& 
	�$���9�"�

� 
	���
�9�"� �
	��
��� 6�) �*$�"� 
�
�����"� ���
��	 x ���
�� x
||x||II

��(�
 
	 ����


��
�� ������ ��������� || x
||x||II

||II = 1 � 0�����	
���
�� 
	���
�) ����	 α � β 
	���� �
�

:7



α ≤ || ||x||II
|| ≤ β � # � α > 0 � �� �� � �� � 	 � || || 	 �� � ����� � �� �

����(�
���
% � ��
� �� 
�& �$)�	
���
� ���
�"	�
�)� 8	��� �$�	���� ��) �*$�"� 
�
�����"�

���
��	

α||x||II ≤ ||x|| ≤ β||x||II .
6�) ���
��	 0 #
� 
��	��
�
�� �%���
)�
�)� 
	� �	� ��� 
�� �"� �	�
� �$�	!	*
�) � 
����

;
	��
� �*$	) 
���	 #����	��


	 
���� || · ||II � 8�����	 ���	�	
	�

8	� �	� ��� 
���% � En #����	��


%� 
� �� �&������
� xn → x, xn, x ∈ En, �

��
�� 
����  ��
����� 
�����"��' ������
 �&������
� � �*$�� ���"�� 
����  ��
����� 
��
����"��'� 6���
��
���
�� ���� xn → x � 
���� || · ||1 � 
��� ||xn − x||1 → 0 � 
� ���������

||xn − x||2 ≤ β||xn − x||1 � 
� � ||xn − x||2 → 0 � 
��� xn → x � 
���� || · ||2 � 8	� �	� �&����

���
� � ���������� ��
���� #����	��


	 ��������
	

�� �&������
�� 
� � �*$	) �&������
�

#����	��


	 ��������
	

�� �&������
�� �����
�� �
��	� �
� 
�����%�
��
� �
�$�	(�
�)

f : X → Y ��
�������"� ����
�	
�
�	 X � ��
�������� ����
�	
�
�� Y #����	��


	 
����

�
� ���� xn → x, xn, x ∈ X � 
� f(xn) → f(x) � /� ��	�	

�"� �%9� �%
��	�
� �
� 
�����

�%�
	) ��
���) f : En → R � �*$�� 
����  ��
����� 
�����"��' ��
	
�
�) 
�����%�
�� � �

�*$�� ���"�� 
����  ��
����� 
�����"��'� /
	�� �&������
� � 
�����%�
��
� � En �
�	���

	


% �

���
���
� �%$��	 
�����"�� � En �

%�#� 3����
��� �
�
������
��

���
� En � n ����
�� ��
��
�� ����
�	
�
�� 
	� ����� P � =	�$���� �	(
%�� ��) ����

��(�
�� )��)*
�) ����	�� ��"�	 ���� P ����	�	�
 � ����� ����
��
���
%& ����� R � ��"�	

� � ����� ��������
%& ����� C �
=	���
��� �
� ����	�
	��5��� ����
����� �
��	
���	��� R

n 
	�%�	�
�) ����
���


���
�� ��
��
�� ����
�	
�
��� � ��
���� ��������
� �����
��� �
�
������
�� 
��� �
�$�	�

(�
�� (., .) : R
n×R

n → R � 
	�%�	���� �����
��� �
�
������
��� ���� �
� ������
���)�


�����*!�� 	�����	�,

�� (x,y) = (y,x) �

2� (λx,y) = λ(x,y), λ ∈ R �

7� (x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y) �

:� (x,x) ≥ 0 ∀ x � (x,x) = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 x = 0 �

1��� x1, x2, . . . , xn � y1, y2, . . . , yn � ������
	
% ���
���� x � y ���
��
�
��

�� 
�

(x,y) = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

��� ����
�	
�
�	 R
n �������
% 	�����
�������� ��������� ����
�	
�
��� � ��
���� ����


��	 $���� �����
	��)
� �	� �
��$�% � ��
��
��

%� ��������
��� ����	��� 
	� 
���� �

�	
���
%& �$��
	��
�)&

x =

⎛
⎜⎜⎝
x1

x2

. . .
xn

⎞
⎟⎟⎠ = (x1, x2, . . . , xn)T ,

"�� T � ����	��) 
�	
���
����	
�) �	
���%� � �	
���
%& �$��
	��
�)& ��	�)�
�� ������

����
�� �	��9�
�) �	�

(x,y) = yTx = xT y.

6��
�� ��� 
����� ���
��	 � ���������� ��!��
��

�� ����
�	
�
�� 
	�%�	�
�) �����

||x|| =
√

(x,x) =
√

xTx =

√√√√ n∑
i=1

x2
i ,

::



� || || || ||II ��� 	 � ���� �� 	 � � � �� 	 �� 	

�������� ��������
�� ��	�)�
�"� ���������
�) � ��������
�� ��
��
����
�� ��
��
��

����
�	
�
��� ���
� C
n � ����������� ����
���� �
��	
���	��� 
��� ��������
�� n �

���
�� ��
��
�� ����
�	
�
�� �� ��	�)�
%� ���������
����

��
������
� %�#��� 4
�$�	(�
�� (., .) : C
n × C

n → C 
	�%�	�
�) �����
��� �
�
��

�����
��� ���� �
� ������
���)�
 �����*!�� 	�����	�,

�� (x,y) = (y,x)  ����� ���
	 ��
	�	�
 ����&�� � ��������
� ����)(�

��� �����'�
2� (λx,y) = λ(x,y), λ ∈ C �

7� (x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y) �

:� (x,x) � ����
��
���
�� 
��
���	
���
�� ����� ∀ x � ������ (x,x) = 0 
�"�	 � 
�����


�"�	� ��"�	 x = 0 �

/� 	����� � � 2 ������
� �
�

(x, λy) = (λy,x) = λ(y,x) = λ (y,x) = λ(x,y).

5���� 
�"��

(x,y1 + y2) = (y1 + y2,x) = (y1,x) + (y2,x) = (x,y1) + (x,y2).

@�
��� ��� ��
��� ���
��	 � ���������� ��������
�� ����
�	
�
�� 
	�%�	�
�) �����

||x|| =
√

(x,x).

���
��% x � y 
	�%�	*
�) �
	������5���
� ���� (x,y) = 0 � �
	������5��� ���

�
��� � ��������
�� ���������� ����
�	
�
�� 
	�%�	�
�) �������
��
� n ���	�
� ��
��

"�
	��
%& 
� �	�
%& 
��* ���
���� e1, e2, . . . , en � 8	� (�� �	� � � ����	� ��!��
��

�"�

��������	 ����
�	
�
�	 ��(
� ���	�	
�� �
� #
� ���
��% ��
��
� 
��	�����%� 
��� �$�	��*


$	���� 0�!��
���	
�� ��
�"�
	��
�"� $	���	 � ��������
�� ���������� ����
�	
�
�� ���	�%�

�	�
�) 
��
� 
	� (� � ����!�* �������	 ��
�"�
	���	���� �	� � � ��!��
��

�� ����������

����
�	
�
���

�%�	��� ��	�)�
�� ���������
�� ���& ���
���� x � y ����� �& ������
	
% � ��
�"�
	���


�� 
�������	

�� $	����  
��� ��� ���
��	 $	���	 ���
��
�� ���
%'� ���
� x = x1e1+x2e2+
+ . . .+xnen � y = y1e1 +y2e2 + . . .+ynen � �	���(�
�) ���
���� �� #
��� $	����� ������)��

	�����	�� � �����
�	�� ��	�)�
�"� ���������
�)� ���
%�	) 
�
 �	�
� �
� (ei, ej) = 0 ���

i �= j � �
� (ei, ei) = 1 � �������,

(x,y) = (x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen, y1e1 + y2e2 + . . . + ynen) = x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn.

� �	
���
%& �$��
	��
�)&

(x,y) = y∗x = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

;���� ∗ � ����	��) ��)
�) ����)(�

�� �	
���%� ��� #
�� ��������
	) �	
���	 A∗ 
	�%�

�	�
�) ����)(�

�� � �	
���� A � ���� �
	 �����	�
�) �� �	
���% A � ����!�* �� 
�	
����


����	
�) � �	��
% � ������

�� �	
���� ���& #����

�� ��������
� ����)(�

%�� � 
��

#����

	��� 
���

A∗ = A
T = AT .

8	� �	� �% ��"��������� �	���	
���	
� ���
��	 �	� ���
��	��
��$�%� 
�� � �	�

��
�� yT =
= (y1, y2, . . . , yn), y∗ = (y1, y2, . . . , yn) �

y∗x = (y1, y2, . . . , yn)

⎛
⎜⎜⎝
x1

x2

. . .
xn

⎞
⎟⎟⎠ =

n∑
i=1

xiyi.

:?



6� 	 � ��	

||x|| =
√

(x,x) =

√√√√ n∑
i=1

xixi =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2,


��� ����	�	�
 � �����

�� �	
�� ����������� ��� #���
���� 
����� ||x||II �

� �	��
��9�� $���� �$��
	�	
� ����� E
n ��������� ����
�	
�
�� 
	� ����� P � "�� P

� ��$� ���� ��������
%& ����� C � 
��� P = C � ��$� ���� ����
��
���
%& ������ 
��� P = R �

%�%� >�
�� ��	

(��

=���	 �	
���% ��(�
 $%
� �����
	 �	����
%�� �����$	���

3����� +� 3	���	
���	) ��)���"���
%� m × n ��	
���% �	� ���
��	 � m × n ����
��

����
�	
�
��� ��(
� ��������
� 
���� �	
���% �	� 
���� ���
��
�
��*!�"� ���
��	� ���


	��� ���&��� ��) �	
���% A = (aij), i = 1,m, j = 1, n, ����)
�) 
�� ��
��
%� 
���%,

1) ||A||I =
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij| � ��
	#�������	);

2) ||A||II =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 � ���������	);

3) ||A||∞ =
√
mnmax

i,j
|aij | − mn− 
���	.

4�
	��
%� 
���% 
	�%�	*
 ������"	
���
%���

3����� ,� 3	����
��� ���������
�* m×n ��	
���� A � #����

	�� �� ���) P � "�� P = C

��� P = R � �	
���� A ���
��
�
���
 ��
��
%� ����	
��

y = Ax (4.4.1)

�� ����
�	
�
�	 E
n � ����
�	
�
�� E

m � 1��� � ����
�	
�
�	& E
n � E

m �%$�	
% 
���
��%�

$	���% e1, e2, . . . , en � f1, f2, . . . , fm ���
��
�
��

�� 
� ��
��
%� ����	
��  :�:��' $���
 ���
�

m× n ��	
����
A = (Ae1, Ae2, . . . , Aen).

=	  :�:��' ��(
� ���
��
� �	� 
	 �	
���
�� �	��
�
��� "�� x = (x1, x2, . . . , xn)T � y =
= (y1, y2, . . . , ym)T � ���
��	��
��$�% ������
	
 ���
���� x � y ���
��
�
��

� � �%$�	

%&

$	���	&� H���� �����$
�

y1 = a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym = am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn.

8	��� �$�	���� ���� � ����
�	
�
�	& E
n � E

m ��������	
% 
���
��%� $	���%� 
� ��(��

m × n ��	
���	�� � ��
��
%�� ����	
��	�� A : E
n → E

m ��
	
	����	�
�) ��	��
� ���

��
	�
�� ���
��
�
���� ��#
��� 
����� �	
���% ��(
� ���
	
� 
���� ���
��
�
��*!�"�

��
��
�"� ����	
��	� ������
	) ��������
�� 
���% ��
��
�"� ����	
��	� ���&���� � ������

*!��� ��������
�*�
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� 
����� � �
 � � �� �� � m n 	 � � 	� 	� � ���

||A|| = sup
x∈En,x �=0

||Ax||Em

||x||En
= sup

||x||En=1
||Ax||Em , (4.4.1)

"�� || · ||En , || · ||Em � 
���% ���
���� � ����
�	
�
�	& E
n � E

m ���
��
�
��

��

5	� ���
� �� ��������
�) 
���	 m×n ��	
���% A �������)�
�) �	� �	��� �	
������ 
	�

� 
��� ���
��
%�� 
���	��� ��
��%� �%$�	
% � ����
�	
�
�	& E
n � E

m � ��� ����
�
��

#
�& 
��� ����
)�
�) � 
���	 �	
���%�

0 ����* ����	!�
�) �	���� � �	��
��9�� 
� $���� ��	�%�	
� � �	���� �� ����
�	
�
�

E
n ��� E

m �

���
�) ���
��
	) 
���	� 8�"�	 �	��
�
��  :�:��' ������9�
�) �	�

||A|| = sup
x �=0

||Ax||
||x|| = sup

||x||=1
||Ax||. (4.4.2)

3	����
��� �����
�	 �	
���
�� 
���%�

3����	�� +) ||A|| ≥ 0 � �
���� ||A|| = 0 	���� � 	����� 	����� ����� A = 0 �
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� /�  :�:�2' ���
�� �
� ||A|| ≥ 0 �

���
� A = 0 � 
�"�	 ∀x ∈ En �%���
�
�) Ax = 0 � �
	��
� ||Ax|| = 0 � �
���	 � ���
��

 :�:�2' ||A|| = 0 �

4$�	

�� ���
� ||A|| = 0 � 
�"�	 ��  :�:�2' ||Ax|| = 0 ∀x �= 0 � =�� ������
�� ||A0|| = 0 �

/
	�� ||Ax|| = 0 ∀x � �
���	 A = 0  ������O'�

3����	�� ,) ||λA|| = |λ| ||A|| ∀ λ ∈ P �  
	���
��� �
� P = C ��� P = R '�

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� � ����  :�:�2'

||λA|| = sup
||x||=1

||λAx|| = sup
||x||=1

(|λ| ||Ax||) = |λ| sup
||x||=1

||Ax|| = |λ| ||A||.

3����	�� 0) ||A+B|| ≤ ||A|| + ||B|| �
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ��� ��������
�� 
���% �	
���%  :�:�2'

||A+B|| = sup
||x||=1

||(A+B)x|| ≤ sup
||x||=1

(||Ax|| + ||Bx||) ≤ sup
||x||=1

||Ax|| + sup
||x||=1

||Bx|| = ||A|| + ||B||.

3����	�� 2) ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x|| �
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �� �����
�	� 
��
�� ���&
�� "�	
� �� ��������
�) :�:�� ������
�

�
� ��) x �= 0
||Ax||
||x|| ≤ ||A||,


��� ��) x �= 0 ����
��
���
� �%���
)�
�) ||Ax|| ≤ ||A|| · ||x|| � 1��� (� x = 0 � 
� Ax = 0 �


��� ||Ax|| = 0 � ||x|| = 0 � 
��� ���	�%�	���� 
��	��
�
�� 
	�(� �%���
)�
�)�

3����	�� :) -��� p× n 
��	
��� B : En → Ep � � m× p 
��	
��� A : Ep → Em � 	�

||AB|| ≤ ||A|| · ||B||.

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� � �	��� ����� ������)�� �����
��� :� �������

||AB|| = sup
||x||=1

||ABx|| ≤ sup
||x||=1

||A||||Bx|| = ||A|| sup
||x||=1

||Bx|| = ||A|| · ||B||.
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3����� 0 #�������	�������$ 	� � �� � 	 � � �� � � �! * 	 � � ��

M(m,n) � �
�(��
�� ���& m× n ��	
��� 
	� ����� P  P = C ��� P = R '�

��
������
� %�%�"� 4
�$�	(�
�� ||·|| : M(m,n) → R
+ 
	�%�	�
�) ��	

-��� ��
����

���� �
� �����
)�
�) �����*!�� 	�����	�,

�� ||A|| = 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 A = 0 �

2� ||λA|| = |λ|||A|| ∀ λ ∈ P �

7� ||A+B|| ≤ ||A|| + ||B|| �
:� ||AB|| ≤ ||A|| · ||B|| �

� ���� �����
� 
���% �	
���%� �����

�� � ����!�* G����	
��
�"�G ��������
�) :�:���


	�	) 
���	 ������
���)�
 	��
��	
�������� ��������
�* :�:�2�

��
������
� %�%�#� �	
���
	) 
���	 || · ||� � ���
��
	) 
���	 || · ||� 
	�%�	*
�) ���

�����������
 �� �� ������ ����

||Ax||� ≤ ||A||� · ||x||�.

4�����
�� �
� �	
���
	) 
���	 G����	
��
�"�G ��������
�) :�:�� ��"�	���	
	 � ���
��
��


������ ��"�����*!�� � #
�� ��������
���

6�) �*$�� ���
��
�� 
���% ���"�	 ��!��
���
 �	
���
	) 
���	� ��"�	���	

	) � 
��

 
	������� �	
���
	) 
���	 �� ��������
�) :�:��'� 4$�	

�� ��) �*$�� �	
���
�� 
���%

��!��
���
 ��"�	���	

	) � 
�� ���
��
	) 
���	� 6��
	
��
� ��)
� 
� (� 
���� � ���
��	�

��
��	) $�	�	�� � �	
���%  ���� ���
�� � #
� �	
���	 �	����	 n × 1 '� 8�"�	 #
� 
���%

��"�	���	
% � ���� 	�����% : ��������
�) :�:�2� /
	�� ���	������	 �����*!	)

$��
��� %�%�� .�6�	�
�
�/� %�� ����� ���	�
��� ��
�� ��&��	���	 ������������� �

��� ��	
����� ��
��� � ��� ����� ��	
����� ��
�� ��&��	���	 ������������� � ��� ���


	�
��� ��
���

4
��
��� �
� ��
��
%� �	
���
%� 
���% || · ||I , || · ||II , || · ||∞ 
� ����	�	*
 � �	
����


%�� 
���	��� ��"�	���	

%�� � ���
��
%�� 
���	�� || · ||I , || · ||II , || · ||∞ �

��
������
� %�%�%� �	
���
%� 
���% || · ||1 � || · ||2 
	�%�	*
�) !��
�����	���
�

���� ��!��
��*
 ���
�)

%� β ≥ α > 0 
	���� �
� ��) �*$�� �	
���% A

α||A||1 ≤ ||A||2 ≤ β||A||1.

8�� �
� #
� �

�9�
�� #����	��


��
�� ���	�%�	�
�) 
��
� 
	� (�� �	� � ��) ���
��
%&

����

5	��� $% �����$�� 
� $%�	 �����
	 �	
���
	) 
���	� �
	 ��(�
 � ��
��
�� ���
� �	��

��	
���	
��) �	� 
���	 ���
��	 � Emn � ��������� ��� �*$�� ���&��� $���
 �%���
)
��)

	�����% 
���% ���
��	� ��#
��� �� 
�����% :�2�7 �%
��	�


$��
��� %�%�" .�6�	�
�
�/� ����� ��� ��	
����� ��
�� "��������	���

5�"�	 �	���	
���	�	�� �&������
� ��������	
���
��
� �	
���� �
	 �������)�	�� �	� ���

������
	

	) �&������
�� 8	� �	� 
	�	) �&������
� #����	��


	 �&������
� �� �����������


����� 	 �� 
������ :�:�2 �&������
� �� ����������� 
���� #����	��


	 �&������
� �� �*$��

�	
���
�� 
����� 
� � ��������
�� �&������
� ��������	
���
��
� �	
��� ��(�
 $%
� ��)
	
�*$	) �	
���
	) 
���	�

3	����
��� ������������� �����
�	 
���
��%& �	
���
%& 
����
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� 
����� � & �� λ1, λ2, , λs �� ��$� � � � 	 � 	��	 � 	 � �

A � 
� �����

R = max(|λ1|, |λ2|, . . . , |λs|)

	�%�	�
�) ����	
��5��� 
��
���� �	
���% A �

3����	�� +) *�	
����� ��
�� ����
�	��� ��	
��� �� ����(� �� ����	
������� 
�������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� � ���� 
�����% ����2 ��) �*$�� ��	��	

�� �	
���% ��!��
�
���
 ��$�
��

%� ���
��� ���
� x � ��$�
��

%� ���
�� A � ���
��
�
��*!�� ��$�
��

���

�
	��
�* λ ,

Ax = λx, x �= 0.

�� 
������ :�:�� ��) �*$�� �	
���
�� 
���% ��!��
���
 ��"�	���	

	) � 
�� ���
��
	) 
���	�

�%$���� ��� 8�"�	

||Ax||� = ||λx||� = |λ|||x||� ≤ ||A||�||x||�.
8	� �	� x �= 0 � 
� ||x||� > 0 � ��#
��� ||A||� ≥ |λ| � 8	� �	� #
� 
��	��
�
�� �%���
)�
�) ��)

���& ��$�
��

%& �
	��
��� 
� ||A||� ≥ R �

3����	�� ,) 3��
������� ��
�� ����
�	��� ��	
��� ������	����	�� �� ��
����

||A||II =
√
tr(A∗A) =

√
tr(AA∗),

"�� tr � ���� �	
���%� �	�
%� ����� �� ��	"�
	��
%& #����

���

.
� �����
�� ������)�
�) 
��������
��

%� ������
���

� �	�

��
�� ���� U � ��������
	) �
�
	�
	) �	
���	  
��� UU∗ = E � "�� E � ���
���


	) �	
���	' ��� ����
��
���
	) ��
�"�
	��
	) �	
���	  
��� UUT = E '� 
�

||UII || =
√
n.

��
������
� %�%�)� �	
���
	) 
���	 ��	��	

�� �	
���%� ���
���

	) �� ���
��
��


���� � ����!�* G����	
��
�"�G ��������
�) :�:��� 
	�%�	�
�) ���-
������ !	�� ����

	�
��� ��
��� �	
���
	) 
���	� �����
�

	) ����������� ���
��
�� 
����� 
	�%�	�
�)

����	
��5����

3����	�� 0) 3���	
������ ��
�� �
	���������� ��	
��� 
���� +�
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 4�
�"�
	��
�� �	
���� ���
��
�
���
 ��
�"�
	��
�� ��
��
��

����$�	���	
��� ��
���� ��&�	
)�
 ���
%  
���%' ���
����� 
��� ||Ux||II = ||x||II � 0�����	�


���
�� ����
�	��
	) 
���	 $���
 �	�
	

||U ||s = sup
x �=0

||Ux||II
||x||II = 1.

3����	�� 2) 3���	
������ ��
�� ��	
��� �� �����	�� �
� ��������� �� ����� ���
��
��� �� �
	���������� ��	
����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6��	(�� ��) ��
�(�
�) ����	+ ��) ��
�(�
�) ���	�	 ���	�

�	
����
�� 	
	��"��
�� 1��� U � ��
�"�
	��
	) �	
���	� 
� U−1 
	�(� ��
�"�
	��
	� ��

�����
�� 7 ||Us|| = ||U−1||s = 1 � ��#
���

||UA||s ≤ ||U ||s||A||s = ||A||s = ||U−1UA||s ≤ ||U−1||s||UA||s = ||UA||s,

�
���	 ||UA||s = ||A||s �

:<
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	�%�	*
�) ���
� ��	��	

%� �� ��$�
��

%& �
	��
�� �	
���% A∗A �

6�) �*$�� ��)���"���
�� �	
���% �	
���	 A∗A )��)�
�) ��	��	

��� 5�	��	

	) �	�


���	 B 
	�%�	�
�) !
�
	����� ���� B = B∗ � 6�) �*$�� ��	��	

�� �	
���%

(Ax,y) = y∗Ax = (A∗y)∗x = (x, A∗y).

;
	��
� ��) #���
���� �	
���% (Bx,y) = (x, By) � � �	�

��
�� ��� x = y

(Bx,x) = (x, Bx) = (Bx,x),


��� ��) #���
���� �	
���% ��	�)�
�� ���������
�� (Bx,x) � ����
��
���
�� ������ =	

�	��� �����

(Bx,x) = x∗Bx =
n∑
i=1

n∑
j=1

bijxixj

��
� ��������
	) ��	��	
��
	) ����	 �
 x1, x2, . . . , xn �

.���
��	 �	
���	 B 
	�%�	�
�) ���	

(�	��5�� ��
���������� ���� ��) ���& ���
��

��� x ����� (Bx,x) ≥ 0 � ��� ��$�
��

%� �
	��
�) 
��
���	
���
� ��������

�� #���
����

�	
���% 
��
���	
���
%� ���������

(Bx,x) = (λx,x) = λ(x,x) ≥ 0.

/� ����	 	�"�$�% �����

�� �
� ��!��
��

�* �����
�������* ��� ��������
�* #����


��� �	
����  )��)*!�*�) �	
����� ��	��	
��
�� ����%' ��(
� � ����!�* ��
�"�
	���


�� �	
���% ��� � ����!�* �
�
	�
�� �	
���% ������
� � ��	"�
	��
��� ����� ������ 
	

��	"�
	�� �
�)
 ��$�
��

%� �
	��
�)  ��	��	
��
�* ����� ��(
� ������
� � ����!�* ���


�"�
	��
�"� ��� �
�
	�
�"� ����$�	���	
�) � ����� ��	��	
��� "�� ��#������

% �����

��	��	
	�� ����	�	*
 � ��$�
��

%�� �
	��
�)��'� 1��� � 
��� (� �	
���	 
��
���	
���
�

��������
	� 
� 
	 ��	"�
	�� $���
 �
�)
� 
��
���	
���
%� ����	  ��#������

% ����� ��	�

��	
	�� 
��
���	
���
%'�
� ��������
�� :�:�C ��	��	

	) �	
���	 A∗A � #���
��	� 
	� �	�

(A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A,

� 
��
���	
���
� ��������
	� ���������

(A∗Ax,x) = x∗A∗Ax = (Ax)∗Ax = ||Ax||2 ≥ 0.

;
	��
� ��$�
��

%� �
	��
�) A∗A 
��
���	
���
% � ��
"��)�
%� ����	 � ��������
�� :�:�C

����
��
���
% � 
��
���	
���
%�

3����	�� :) 3���	
������ ��
�� ��	
��� 
���� �� ������������� �������
���� ������
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 � �� ���
� U � ��
�"�
	��
	) � ��!��
��

�� ����	� � �
�
	�
	)

� ��������
�� ����	� �	
���	 
	�	)� �
� A∗A �������
�) � ��	"�
	��
��� ���� � ����!�*

U ,

U∗A∗AU =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
λ1

·
·

·
λn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

"�� λ1, λ2, . . . , λn � ��$�
��

%� �
	��
�) A∗A � ��
��%� 
��
���	
���
%�

?D



�� ξ � ��	 � ��$� Uξ � �	 ξ U �� � ξ 0 � � 0 � 	 ���

x = 0 � 
� ξ = 0 � /
	�� ξ �= 0 
�"�	 
����� 
�"�	� ��"�	 x �= 0 � ��#
���

||A||2s =
(

sup
||x||II �=0

||Ax||II
||x||II

)2
= sup

||x||II �=0

||Ax||2II
||x||2II

= sup
||x||II �=0

(Ax)∗Ax
x∗x

= sup
||x||II �=0

x∗A∗Ax
x∗x

=

= sup
||ξ||II �=0

ξ∗U∗A∗AUξ
ξ∗ξ

= sup
||ξ||II �=0

λ1ξ
2
1 + . . . + λnξ

2
n

ξ21 + . . .+ ξ2n
.

���
� i ∈ {1, 2, . . . , n} 
	����� �
� λi = max(λ1, λ2, . . . , λn) � ������
��

λ1ξ
2
1 + . . . + λnξ

2
n

ξ21 + . . .+ ξ2n
≤ λi.

� 
� (� ����) ��) 
�
�����"� ���
��	 � ������
	
�� ξi = 1 � ��
	��
%�� ������
	
	���

�	�
%�� D
λ1ξ

2
1 + . . . + λnξ

2
n

ξ21 + . . .+ ξ2n
= λi.

0�����	
���
�� ||A||2s = λi � 
��� ||A||s =
√
λi � �
	��
� ����
�	��
	) 
���	 �	
���% A �	�
	

�� �	����	��
��� ��
"��)�
��� ������
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�� � & � 
 ( � �( �� � � ��

&��� $
�����5��� ��	

(��

�	
���	 A 
	�%�	�
�) �
���� ��� ��
���� 	
�����5���� ����

aij = 0 ��) i > j,

� ����� ��� �
 ��� 	
�����5���� ����

aij = 0 ��) i < j.
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�

9����� ��������*
�) � ���
���
�� �	�%& �	����
%& ��
���� ��9�
�) �	�	� 	�"�$�	������"�

&	�	�
��	�
�� 0���	 � ���������
�� ��
����

%& 
���"���
%& �	
��� ��
� 
���"���
	) �	
���	 
�"�

(� 
	���
��	
�)�

2� 4�������
��� 
���"���
�� �	
���% �	��
 ���������
�* ��	"�
	��
%& #����

���

7� 0�$�
��

%� �
	��
�) 
���"���
�� �	
���% ����	�	*
 � �� ��	"�
	��
%�� #����

	���

:� 4$�	

	) �	
���	 ��) 
���"���
�� �	
���%� � ��
���� ��� ��	"�
	��
%� #����

%

�
���
% �
 
��)� ��!��
���
 � )��)�
�) 
���"���
���

��(
� �� �	���(�
� ��	��	

�* �	
���� � ���������
�� ���& 
���"���
%&O 6����
���

�
� ⎛
⎝a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎞
⎠ =

⎛
⎝b11 0 0
b21 b22 0
b31 b32 b33

⎞
⎠

⎛
⎝c11 c12 c13

0 c22 c23
0 0 c33

⎞
⎠ . (5.1.1)

����	�
��	) ���
��
�
��*!�� #����

% #
�"� �	��
�
�	� �������

a11 = b11c11, a12 = b11c12, a13 = b11c13,

a21 = b21c11, a22 = b21c12 + b22c22, a23 = b21c13 + b22c23,

a31 = b31c31, a32 = b31c12 + b32c22, a33 = b31c13 + b32c23 + b33c33,

�
���	� �������	"	)� �
� b11c11b22c22 �= 0 � �������

c11 =
a11

b11
, c12 =

a12

b11
, c13 =

a13

b11
,

b21 =
a21

c11
, b31 =

a31

c11
, c22 =

a22 − b21c12
b22

,

b33c33 = a33 − b31c13 − b32c23, c23 =
a23 − b21c13

b22
, b32 =

a32 − b32c12
c22

.

4
�*�	 ���
�� �
� �	�	�	) ���������
%� �$�	��� b11 �= 0, b22 �= 0 � �% ��
��
	�
� �%�	���

��� #����

% �	
��� � ��	��� �	�
�  ?����' ����� #����

% �	
���% A � ����� b33 � c33 �

��
��%� �	�	�� ���������
�� ��9� $% b33c33 = a33 − b31c13 − b32c23 � /
	�� ���� b11c11b22c22 �=
= 0 � 
� ���	������� �	���(�
��  ?����'� 5	��� ������) 
	�� 
	��(�
�� �
�$% b11c11b22c22 �=
= 0 O 8	� �	� a11 �= 0 
�"�	 � 
����� 
�"�	� ��"�	 b11c11 �= 0 � 
� ��
	�
�) �����
��
�� ��"�	

b22c22 �= 0 � 4$��
	���

A1 = a11, A2 =
(
a11 a12

a21 a22

)
.

?2



��� 	 	�� � �$�� 	 � �� 	 � � C ��  ? ' �� * � � � � ��� �

����
�� �
� A2 = B2C2 � =� 
�"�	 |A2| = |B2||C2| = b11b22c11c22 � ��#
���� ���� |A1| �=
= 0, |A2| �= 0 � 
� b11b22c11c22 �= 0 � /
	�� ���	������	

$��
��� &����� -���

a11 �= 0,
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ �= 0,

	� ��
�������� 
���������  ?����'�

.
	 
�����	 ��"�� �$�$!	�
�) 
	 �	
���% �*$�"� ���)��	�

$��
��� &���"� /����� �� �� ���� ����
�	��� ��	
��� A = (aij) ��
���� n � �	���


���� �	 ���� �������� ����
���

a11 �= 0,
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ �= 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1,n−1

a21 a22 . . . a2,n−1

. . . . . . . . . . . .
an−1,1 an−1,2 . . . an−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
�= 0,

�� ������ ����� 
������	� � �
����������

A = BĊ, (5.1.2)

��� B � C . ���	��	�	����� ����� � �
���� 	
��������� ��	
����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ;	��
��� �
� ���� �	���(�
��  ?���2' ��!��
���
� 
� �
� $���
 �	���

���� 
� ���
�
��

%�� � �	��� ����� �	��9��  ?���2' � �����*!�� ����,

A−BDD−1C,

"�� D � ��	"�
	��
	) �	
���	� 8�"�	 �	
���% BD � D−1C $���
 �
��	 
���"���
%��

���(
�"� �
���
�)� ���	(�� 
������ �
� �	
���
�� ��	�
�
��  ?���2' ����
 ��9�
���

���
� bij � cij � #����

% �	
��� B � C � ����	�
��	) ��(�� ��$�� #����

% �	
���%

A � ���������
�) BC � �����	��

aij =
min(i,j)∑
p=1

bipcpj.

4
�*�	 ������
,

b11c11 = a11; c1j =
a1j

b11
, bi1 =

aj1
c11

, j = 2, 3, . . . , n; biicii = aii −
i−1∑
p=1

bipcpi, i = 2, 3, . . . , n;

cij =
aij −

∑i−1
p=1 bipcpj

bii
, bji =

aji −
∑i−1

p=1 bjpcpi

cii
, i = 2, 3, . . . , n, j = i+ 1, i + 2, . . . , n.

(5.1.3)
/
	�� ��	�
�
��  ?���2' $���
 
	���
)�	 ���
� ��9�
��� ���� ��� ����	 bii � cii (i =

= 1, 2, . . . , n− 1) 
� �	�
% 
��*�

��������(��� �
� bkkckk = 0 ��� 
���
���� k � /�  ?���7' �%
��	�
� �
� � #
�� ����	�

�����(
� ���!��
��
� ��9� �	���(�
��

Ak = BkCk,

"�� Ak, Bk � Ck � �	
���% �"���%& ��
���� k �"� ���)��	 �	
��� A, B � C � 6	���


	&����

|Ak| = |Bk||̇Ck| =
k∏
p=1

bppcpp = 0.

?7



. � �� ��� ��� ��� � * ���� � ����� 	 �� �� �� ��	 bii cii (i , , , n
− 1) 
� �	�
% 
��* � �	���(�
��  ?���2' ����
 ���
��

&�"� ��-	
 	
�����5��� ��	

(��

�	
���	 A 
	�%�	�
�) �
���� ��-	
 	
�����5���� ���� ��) �� #����

�� aij �%����


)*
�) ���

�9�
�)

aij = 0 ��) i > j + 1, (5.2.1)

� ����� ��-	
 	
�����5���� ���� ��) �� #����

�� aij �%���
)*
�) ���

�9�
�)

aij = 0 ��) j > i+ 1. (5.2.2)

;	��
��� �
� ����	 ��
����

%& ���
� 
���"���
%& �	
��� $���
 �	
����� ���
� 
���"����


��� 	 ���������
�� � 
�
� 5	� � �*$	) ��	��	

	) �	
���	 � �
���
%�� �
 
��) "�	�
%��

��
��	��� ���
� 
���"���
	) �	
���	 ��(�
 $%
� �	���(�
	 � ���������
�� ���& 
���"����


%& �	
���� 4�
	�� 
����� #
� �	���(�
�� �
	
���
�) $���� ����
%��

$��
��� &�"��� -��� ��	
��� A . �
���� ���	� 	
���������� 	� � 
��������� #:)+),$

��	
��� B ����	 ����������������� ���� ��	
��� A . ����� ���	� 	
���������� 	� �


��������� #:)+),$ ��	
��� C ����	 �����������������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 3	����
���� 
	������� ����	� ��	��� ���
� 
���"���
�� �	
���%

A � ���	(��� �
�
bji = 0 ��) j > i+ 1. (5.2.3)

��� i = 1 #
� ���

�9�
�� 
��������
��

� �%
��	�
 �� ������ �
����  ?���7' � ���������


�)  ?�2��'� ���
�  ?�2�7' �%���
�
� ��) ���& i = 1, 2, . . . , k, k > 1 � 8�"�	 �����	��

bj,k+1 =
aj,k+1 −

∑k
p=1 bjpcp,k+1

ck+1,k+1
= 0

��) j > k + 2 � 
	� �	� ��) #
�& j ����	 aj,k+1 = 0 �� ������* 
�����%� 	 bjp = 0 ��

��������(�
�*� 8�����	 ���	�	
	�
� ����  ?�2�7' ������%  ?���7' ����$��
	*
 �����*!�� ���,

b11c11 = a11; b21 =
a21

c11
, c1j =

a1j

b11
, j = 2, 3, . . . , n; biicii = aii − bi,i−1ci−1,i, i = 2, 3, . . . , n;

bi+1,i =
ai+1,i

cii
, cij =

aij − bi,i−1ci−1,j

bii
, i = 2, 3, . . . , n, j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

��"�� 
	&���
�) &	�	�
����
������� �
�"����


Δn(λ) = |λE −A|

���
� 
���"���
�� �	
���%� =	������� ��) ��	��� ���
� 
���"���
�� �	
���% �
 ��(�

$%
� �%�����
 �� �������


�� �������

Δn(λ) = (λ− akk)Δk−1(λ) − ak,k−1Δk−2(λ) − ak,k−1ak−1,k−2ak−2,kΔk−3(λ)−

− . . . − ak,k−1ak−1,k−2 . . . a21a1kΔ0(λ). (5.2.4)

?:



;��� 0(λ) �

Δk(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 −a12 . . . −a1k

−a21 λ− a22 . . . −a2k

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ− akk

∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , n.

� ���	��������
�  ?�2�:' ��"�� �$���
��) �������
��� �	���(�
�) ��������
��) Δk(λ) ��

#����

	� ������
�"� �
��$�	�

��� #
�� ��������
��� �	
���% A � ������
�� �	��
 (−1)nΔn(0) �

&�#� 2�
	�
��� ��	

(��

�	
���	 A � #����

	�� �� ���) ��������
%& ����� C 
	�%�	�
�) ��
	�
���� ���� �
	

������
���)�
 ��	�
�
�*

AA∗ = E, (5.3.1)

"�� A∗ � �	
���	� ����)(�

	) � A � 
��� A∗ = ĀT � ���
	 ��
	�	�
 ����	��* ��������
�"�

����)(�
��)� T � ����	��) 
�	
���
����	
�) �	
���%� 1��� �
�
	�
	) �	
���	 )��)�
�)

��!��
��

��� 
� 
	9� ��������
�� �����	!	�
�) � ��������
�� ��
�"�
	��
�� �	
���%� 8	�

��� �$�	���� �
�
	�
��
� � �$�$!�
�� ��
�"�
	��
��
� 
	 ����	� �	
��� � ��������
%��
#����

	���

0��

�9�
��  ?�7��' ��(
� �������	
� � ����

n∑
j=1

aijakj = δik, i, k = 1, 2, . . . , n,

"�� δik � ������ 5��
����	� 1��� �$��
	��
� i �* �
���� �	
���% A ����� ATi (i = 1, n) � 
�

����� ��	�)�
�� ���������
�� ������
�� ���

�9�
�� �	��9�
�) �	�

(Ai, Ak) = A∗
kAi = δik.

8	��� �$�	���� �
�
	�
	) �	
���	 � #
� 
	�	) �	
���	� � ��
���� �
���� ��
�"�
	��
% �

�	(�	) �
���	 ����
 ���
��
�* ���
�� /�  ?�7��' ������
� �
� A∗ = A−1 � ��#
��� A∗A =
= A−1A = E � 0�����	
���
��

n∑
j=1

ajiajk = δik, i, k = 1, 2, . . . , n.

.
� ��
	�	�
� �
� �
��$�% �	
���% A ��
�"�
	��
%� 	 �	(�%� �
��$�� ����
 ���
��
�*

���
��

F
�
	�
%� �	
���% �$�	�	*
 �����*!��� �����
�	���

�� 1��� A � �
�
	�
	) �	
���	� 
� �� ��������
��� ��
� ��������
�� ������ �� �����*

�	�
�� ���
���� 6���
��
���
��

det(AA∗) = det(A)detA∗ = det(A)det(Ā) = (det(A))2 = 1,

�
���	 |det(A)| = 1  ����� ��) ��������
��) �	
���% A ���������	
� �$��
	��
�� det(A) �

�
�$% 
� ���
	
� � �$��
	��
��� �����) ����	'�

2� 1��� A � �
�
	�
	) �	
���	� 
� A∗ = A−1 � .
� �
���(��
�� �%
��	�
 
��������

�
��

� ��  ?�7��' ����� ��
�(�
�) �$��& �"� �	�
�� ����	 
	 A−1 �

7� 1��� A � �
�
	�
	) �	
���	� 
� A∗ 
�(� �
�
	�
	�

:� ���������
�� ���& �
�
	�
%& �	
��� ��
� �	
���	 �
�
	�
	)� � �	��� ����� ���� A
� B � �
�
	�
%�� 
�

(AB)(AB)∗ = ABB∗A∗ = AEA∗ = E.

??



? F 	� 	 	 � �	 �� � 	 n �� n �	 � �� � � 	� ��$� � � ���

� &	�	�
����
�������� ����	��� �� �����* �	�
%�� ���
���� .
� �����
�� ������ $�� ���	�

�	
����
�	�

��!��
��

%� �
�
	�
%� �	
���% 
	�%�	*
�) �
	������5���
� 8	� �	� ��) ��!��
��
�


%& �	
��� A∗ = AT � 
� ��������
�� ��
�"�
	��
�� �	
���% ��(�
 $%
� �	���	
� � ����

AAT = E.

5 �
�
	�
%� �	
���	� �

��)
�) #����

	�
%� �
�
	�
%� �	
���%

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
cosϕ · eiψ1 − sinϕ · eiψ2

·
·

sinϕ · eiψ3 cosϕ · eiψ4

·
·

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

"�� ψk ����
��
���
% � ψ1 − ψ2 = ψ3 − ψ4(mod 2π) � 4
� �
���	*
�) �
 ���
��
�� �	
���%


����� ��
%���) #����

	��� �
�)!��� 
	 ��������
�� i �� � j �� �
��� � i �"� � j �"� �
��$����
���	(��� �
� 
	��� �	
���% �
�
	�
%� 6�) #
�"� ���
	
��
� ���	�	
�� �
� �	(�	) ��

���
����
���	 ����
 ���
��
�* ���
�� 	 �
���� ��
�"�
	��
%� 8�� �
� �
���� � 
����	���

�
���
%�� �
 i � j � ���*
 ���
��
�* ���
�� ������
�� 6��
	 i �� �
����√√√√ n∑
k=1

|aik|2 =
√

| cosϕ|2|eiψ1 |2 + | − sinϕ|2|eiψ2 |2 =
√

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1,

���
	 j �� �
����√√√√ n∑
k=1

|ajk|2 =
√

| sinϕ|2|eiψ3 |2 + | cosϕ|2|eiψ4 |2 =
√

sin2 ϕ+ cos2 ϕ = 1.

4�
	�
�) ���	�	
�� �
� �
���� ��
�"�
	��
% ��(�� ��$��� 
��� �
� ��� l �= k ��	�)�
��

���������
�� l �� �
���� 
	 k �*
n∑

m=1

almakm = 0.

1��� l � k �
���
% �
 � �
 i � �
 j � #
� ������
�� ���
� l = i, k �= j � 
�"�	

n∑
m=1

almakm = cosϕ eiψ1 · 0 − sinϕ eiψ2 · 0 = 0.

A
	��"��
� ������)�
�)� �
� ��	�)�
�� ���������
�� l �� �
���� 
	 k �* �	�
� 
��* ��� l �=
= i, k = j  �������
�'� =	��
��� ��� l = i, k = j � 
��� ���������
�� i �� �
���� 
	 j �*

�	�
�

n∑
m=1

aimajm = cosϕ eiψ1 sinϕ e−iψ3 − sinϕ eiψ2 cosϕ e−iψ4 = cosϕ sinϕ
(
ei(ψ1−ψ3) − ei(ψ2−ψ4)

)
.

?B



	 	 ψ1 ψ3 ψ2 ψ4 + πn, n ∈ � �

n∑
m=1

aimajm = cosϕ sinϕ ei(ψ2−ψ4)
(
e2πni − 1

)
= 0.

8	��� �$�	���� �
�
	�
��
� ���	�	
	�

0���� #����

	�
%& �	
��� )��)*
�) 
	�$���� ���
��$�
���
%�� �	
���%

Rij(ϕ,ψ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
cosϕ − sinϕ · eiψ

·
·

sinϕ · e−iψ cosϕ
·

·
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

��
��%� �����	*
�) ��� ψ1 = ψ4 = 0, ψ2 = ψ, ψ3 = −ψ � � ��� #
�� ψ1−ψ2 = −ψ = ψ3−ψ4 �

4�����
�� �
� ��� ��
�(�
�� �	
���% A ����	 
	 �	
���� Rij(ϕ,ψ) ����
)*
�) ��9�

i �) � j �) �
���� �	
���% A � A ���

�� ��) #����

�� i �� � j �� �
��� �	
���% A1 =
= Rij(ϕ,ψ)A �������

a
(1)
ip = aip cosϕ− ajp sinϕ eiψ,

a
(1)
jp = aip sinϕ e−iψ + ajp cosϕ, p = 1, n.

����� &�#���  ����� ����� �����
�	� ��
���	
� ϕ � ψ 	��� �	��� � �
����������

��	
��� A ����� �� Rij(ϕ,ψ) �����	� 
����� ���� ����� "�����	 a
(1)
jp �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � ��

�� ���
�
√|aip|2 + |ajp|2 �= 0 � �%$���� ϕ � ψ 
	��� �$�	���� �
�

ψ = arg aip − arg ajp,

cosϕ =
|aip|√|aip|2 + |ajp|2

, sinϕ = − |ajp|√|aip|2 + |ajp|2
.

8�"�	

a
(1)
jp = aip sinϕ e−iψ + ajp cosϕ =

−aip|ajp|e−iψ + ajp|aip|√|aip|2 + |ajp|2
=

−aip|ajp|e−i arg aipei arg ajp + ajp|aip|√|aip|2 + |ajp|2
=

=
−aipajpe−i arg aip + ajp|aip|√|aip|2 + |ajp|2

= e−i arg aip
−aipajp + ajp|aip|ei arg aip√|aip|2 + |ajp|2

= e−i arg aip
−aipajp + ajpaip√|aip|2 + |ajp|2

= 0.

2� 1��� (� |aip| = |ajp| = 0 � 
� aip = ajp = 0 � � a
(1)
jp = 0 ��� �*$�� �%$��� ϕ � ψ �


	����
�� ��(
� ��)
� cosϕ = 1, sinψ = 0 �

$��
��� &�#��� ����� ����������� ��	
��� A �
���
����	�� � �
���� 	
���������

��	
��� ���
���	��� ��������� ����� �� �������� ������� "�����	�
��� ���	�
��� ��


	
�� Rij(ϕ,ψ) )

?C



6 � 	 � 	 � � � � F � 	 � �� ��� 	 	 	 � � R12, R13, , R1n �

�%$��	) �& 
	�� �
�$% ��������	
���
� 	

������	
� ��� #����

% �����"� �
��$�	� �����

���&
�"�  ��������) n− 1 �	� ����� ?�7��'� ����� #
�& ����$�	���	
�� ���&���� � �	
����

A(1) = R1n R1,n−1 . . . R12 A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
a

(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

· · . . . ·
0 a

(1)
n2 . . . a

(1)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�	
�� ���$��	�� �	
���% R23, R24, . . . , R2n 
	�� �
�$% ����� ��
�(�
�) �	
���% A(1)


	 
�& ����	 	

������	
� ��� #����

% �
���"� �
��$�	� ��(	!�� 
�(� ��	"�
	��� 6	���
����&���� � ����*��
�* �����	"�
	��
%& #����

�� 7�"� �
��$�	 � 
��� � ��
�� �������	

�����	�� ��	��* 
���"���
�* �	
���� A(n−1) �

���������
�� �
�
	�
%& �	
��� Rij )��)�
�) �
�
	�
�� �	
������ ��#
��� �� ���	�	
�


�� 
�����% �%
��	�


3����	�
� &�#��� ����� ����������� ��	
��� ��	� �
���������� ���	�
��� ��	
���

�� �
���� 	
��������� ��	
����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6���
��
���
�� �$��
	���

R = Rn−1,nRn−2,nRn−2,n−1 . . . R12,


�"�	

A = R∗A(n−1). (5.3.1)

$��
��� &�#�"� ����� ����������� ��	
��� A �
�����	�� � �
���� ���	� 	
���������

��	
��� � ����&�� �������� ������� �������� �
���
�������� � ��	
����� Rij(ϕ,ψ) �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� F�
�(�� �	
���� A ����	 
	 �	
���% R23, R24, . . . , R2n �

�%$��	) �& 
	�� �
�$% ��������	
���
� 	

������	
� ��� #����

% �����"� �
��$�	� �����

���& ���&
�&� ����� �%���
�
�) #
�& ����$�	���	
�� ���&���� � �	
����

Ã(1) = R2nR2,n−1 . . . R23A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

ã
(1)
21 ã

(1)
22 . . . ã

(1)
2n

0 ã
(1)
32 . . . ã

(1)
3n

· · . . . ·
0 ã

(1)
n2 . . . ã

(1)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.3.2)

��"�� ����
�� �
� � �	
����

A(1) = Ã(1)R∗
23 . . . R

∗
2,n−1R

∗
2n (5.3.3)

����%� �
��$�� $���
 
	��� (�� �	� � �	
���% Ã(1) � ��� #
�� ��  ?�7�2'� ?�7�7'

A(1) = R2nR2,n−1 . . . R23AR
∗
23 . . . R

∗
2,n−1R

∗
2n,


��� A(1) ����$
	 A � ����!�* ��
��
�� ������� ����$�	���	
�� � �	
���	�� Rij �
6	��� ���$��	�� R34, R35, . . . , R3n 
	�� �
�$% ����� ����$
�"� ����$�	���	
�) �	
���%

A(1) �	
����� R3n . . . R35 R34 	

������	
� ��� �����	"�
	��
%� #����

% �
���"� �
��$�	�

����� ���&
�"�� ;	
�� ����&���� � ����*��
�* #����

�� 
��
��"� �
��$�	 � 
��� � ��
��

�������	 ������� ��	��* ���
� 
���"���
�* �	
���� A(n−2) �

3����	�
� &�#�"� ����� ����������� ��	
��� ���	�
�� ������� �
���� ���	� 	
�


���������

?E



6 � 	 � 	 � � � � 6� � �� �� �$�� 	

R̃ = Rn−1,nRn−2,n . . . R24R23,


�"�	

A = R̃∗A(n−2)R̃.

����
� #����

	�
%& �
�
	�
%& ��(
� ���������	
� 
�������� �
%� �	
���%� 3	�����


��� ����$�	���	
�� ���
��
�"� ����
�	
�
�	� ���!��
��)*!�� �
�	(�
�� ���
���� �
 �	�
�	

�� �������
� Q � 4$��
	��� ����� w ���
����
��$�� ���
��
�� ���
%� ��
�"�
	��
%� �

�������
� Q � 3	���(�� ���������
%� ���
�� z 
	 ���
��� ��(	!�� � �������
� Q � ���
���

��
�"�
	��
%� ��,

z = x + y.

;���� ���
�� x ��(�
 � �������
� Q � 
��� (x,w) = 0 � 	 ���
�� y ��
�"�
	��
 ��� 
���

�����
�	��
 ���
��� w � �
%�� ����	��� y = αw � "�� α � 
���
���� ��������
�� ������

4
�	(	)�� �
 �������
� Q � ���
�� z ����&���
 � ���
��

z̃ = Az = x − y.

6��	(��� �
� �
���
�������� �	
������ A �����	�� ��������� 6���
��
���
�� ���� λ1 �
λ2 � ��������
%� ����	�

z1 = x1 + y1, z2 = x2 + y2,

"�� (x1,w) = 0, y1 = α1w, (x2,w) = 0, y2 = α2w � 
� λ1z1 + λ2z2 = (λ1x1 + λ2x2) + (λ1y1 +
+ λ2y2) � "�� (λ1x1 + λ2x2,w) = λ1(x1,w) + λ2(x2,w) = 0, λ1y1 + λ2y2 = (λ1α1 + λ2α2)w �

��#
��� A(λ1z1 + λ2z2) = (λ1x1 + λ2x2) − (λ1y1 + λ2y2) = λ1(x1 − y1) + λ2(x2 − y2) = λ1z̃1 +
+ λ2z̃2 = λ1Az1 + λ2Az2 �

/
	�� ����$�	���	
�� �
�	(�
�) A )��)�
�) ��
��
%�� �	
���� U #
�"� ����$�	���	
�)

$���� 
	�%�	
� ��	

(�� �	
� ��
�� 6�) 
�� ��(
� ��	�	
� )�
%� ���� 	 ���

�

U = E − 2ww∗.

6���
��
���
��

Uz = (E−2ww∗)z = z−2ww∗z = z−2w(z,w) = z−2w(x,w)−2w(y,w) = x+αw−2w(αw,w) =

= x + αw − 2αw = x− αw = x− y = z̃.

*�	
��� �	
������ �����	�� ���	�
��� ��	
����� 6���
��
���
��

UU∗ = (E − 2ww∗)(E − 2ww∗) = E − 4ww∗ + 4ww∗ww∗ = E − 4ww∗ + 4w(w,w)w∗ =

= E − 4ww∗ + 4ww∗ = E.

����� &�#�"� !��	� s � l . �
���������� ���	�
�
�	������ �
���� l ����	 ������


��� �����)  ��	�
 ��
���� w ������ ����� ���
�	� 	���� ��
����� �	��� ���	
������

�� ���� ��	
��� �	
������ U ��
������� ���	�
 s � ���	�
� ��������
��� l �
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �������

w =
1
ρ
(s − αl),

"��

|α| = ||s||II =
√

(s, s), argα = arg (s, l) − π, ρ = ||s − αl)||II =
√

(s− αl, s − αl).

?<



���$�	��� �� � ρ ��

(s, αl) = α(s, l) = |α|ei argα(s, l) = |α|eπie−i arg (s,l)·(s, l) = −|α|e−i arg (s,l)|(s, l)|ei arg (s,l) = −|α||(s, l)|.
��#
���

(s−αl, s−αl) = (s, s)− (αl, s)− (s, αl)+(αl, αl) = |α|2 − (s, αl)− (s, αl)+ |α|2 = 2|α|2 +2|α||(s, l)|.
�� ������	
���
��

ρ =
√

2|α|2 + 2|α||(s, l)|.
��� #
��

Us = s− 2ww∗s = s− 2w(s,w) = s − 2
ρ
(s, s − αl)w = s− 2

ρ
[(s, s) − (s, αl)]w =

= s− 2
ρ
[|α|2 + |α||(s, l)|]w = s − 1

ρ
[2|α|2 + 2|α||(s, l)|]w = s − 1

ρ
ρ2w = s − ρw = αl,


��� ���
�� s � ����!�* �	
���% �
�	(�
�) ��������
�) � ���
�� αl � �����
�	�
%� l �

����	 ?�7�2 ������)�
 �����
)
� ����
� #����

	�
%& �
�
	�
%& �	
��� �	
���% �
�

�	(�
�) � �������	& ������
�) �	���(�
�� ��������
�� �	
���% � 
�����	& ?�7�� � ?�7�2�

3	����
���� 
	������� ������� �	���(�
�) � 
������ ?�7��� ���
� A � ���������
	) ����
�����
	) �	
���	� F�
�(�� �� ����	 
	 �	
���� �
�	(�
�) U1 � �%$��	) � �	���
�� s ���
��

(a11, a21, . . . , an1)T � 	 � �	���
�� l ���
�� l = (1, 0, 0, . . . , 0)T � 4�����
�� �
� ����� #
�"� ����

�$�	���	
�) ���&���� � �	
����

A(1) = U1A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
a

(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

· · . . . ·
0 a

(1)
n2 . . . a

(1)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

=	 �
���� 9	"� �
���� �	
���� �
�	(�
�) U2 �� ���
��	� s = (0, a(1)
22 , . . . , a

(1)
n2 )T , l =

= (0, 1, 0, . . . , 0)T � ��� #
�� � �	
����

A(2) = U2A
(1) = U2U1A

$���
 �	�
% 
��* �����	"�
	��
%� #����

% � ����%& ���& �
��$�	& � 
��� � ��
�� �������	

������� ��	��* 
���"���
�* �	
�����

4
��
��� �
� � 	���� �
���� �����(���� �������	������ 
���	� �������� ����������	�

��	
��� �	
������� � �� "�����	�
��� ���	�
��� ��	
��� Rij(ϕ,ψ) �
��!��
��

%� #����

	�
%� �	
���% 
	�%�	*
�) !�����	�
���
 ��	

(��
 �
�9��

�
� ��� ��	

(��
 �
��	��� ����
�	�� 4
� ���*
 �����*!�� ���,

Tij(ϕ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
cosϕ − sinϕ

·
·

sinϕ cosϕ
·

·
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

4�����
�� �	
���% Tij(ϕ) � Rij(ϕ,ψ) ��)�	
% ���

�9�
���

Tij(ϕ) = Rij(ϕ, 0).

BD



& 1
 � � 
 (

�	
���	 A 
	�%�	�
�) !
�
	����� ���� �
	 ������
���)�
 �	��
�
��

A = A∗.

.
� �	
���% &	�	�
�����*
�) 
	���� ���

�9�
�)�� ��(�� #����

	��,

aij = aji (5.4.1)

*�	
��� �	
������ �����	�� "
��	������ 
	� �	�

U∗ = (E − 2ww∗)∗ = E − 2
(
w∗

)∗
w∗ = E − 2ww∗ = U.

.���
��% �	
���% �$�	�	*
 �����*!��� �����
�	���

�� -��� A . "
��	���� 	� �� ��
�����	��� . ����	��	������ ������

6���
��
���
��

|A| = |A∗| = |ĀT | = |Ā| = |A|.
2� -��� A "
��	���� 	� A−1 	���� "
��	����

� �	��� �����

(A−1)∗ = (A∗)−1 = A−1.

7� !
���������� ���� ��
��	��������� "
��	���� ��	
�� �����	�� "
��	���� ��	
�


����

6���
��
���
�� ���� A � B #���
��% � AB = BA � 
�

AB = BA = B∗A∗ = (AB)∗.

:� -��� ��	
��� A "
��	���� 	� ����� ���	�
�� �� �������� ��	
��� 	���� "
��


	����

� �	��� ����� ���
� B = U∗AU � "�� U � �
�
	�
	) �	
���	� 8�"�	

B∗ = U∗A(U∗)∗ = U∗AU = B.

?� ;
��	��� ��	
��� ��
���� n ����	 n ������� �
	���������� ����	������ ���	�



�� � ����	��	������� ����	������� �����������

������ �����
�� ? $�� ���	�	
����
�	�

6�) �*$�� ��	��	

�� �	
���% A � �*$%& ���
������
��$��� x � y

(Ax,y) = y∗Ax = (A∗y)∗x = (x, A∗y).

� ����	�� ��"�	 �	
���	 A #���
��	� #
� �	�


(Ax,y) = (x, Ay).

���	"	) y = x � �������
(Ax,x) = (x, Ax) = (Ax,x).

8	��� �$�	���� ��� "
��	���� ��	
��� �����
��� �
���������� (Ax,x) ��	� ����	��	���

��� ������

0���� #���
��%& �	
��� ���$�� ���
� �	
��	*
 ����(�
���
� ��������

%� �	
���%�

��
������
� &�%��� .���
��	 �	
���	 A 
	�%�	�
�) ���� 
	��5�� ��
����������

���� ��	�)�
�� ���������
�� (Ax,x) > 0 ��) �*$�"� ���
��	 x �= 0 �

����� 
�"�� �
�

(Ax,x) = x∗Ax =
n∑

i,j=1

aijxixj

B�



�� � �� � 	 	��	 	 ��� 	 � ��� � x1, x2, , xn � 	 � �� � � "
��

	��� ��	
��� � ��	
���� A �����	�� ������	����� ��
��������� 	���� � 	����� 	�����

����� ������	����� ��
��������� �����	�� ����
�	����� ��
�� � ��	
���� A � 
��� ��"�	

��) �*$%& ��������
%& ����� x1, x2, . . . , xn � 
� �	�
%& 
��* ��
������

��

n∑
i,j=1

aijxixj > 0.

3���	������ �������� ������	����� ��
��������� ��	
��� �	
��� ������	������

6���
��
���
�� ���
� u � ��$�
��

%� ���
�� �	
���% A � ���
��
�
��*!�� ��$�
��
�


��� �
	��
�* λ � 
��� Au = λu � ������ u �= 0 � 8	� �	� A ����(�
���
� ��������
	 �

u �= 0 � 
�

(Au,u) = (λu,u) = λ(u,u) > 0.

��������� ��) u �= 0 �%���
)�
�) (u,u) = ||u||2II > 0 � 
� �� ������
�"� 
��	��
�
�	 ������
�

�
� λ > 0 �

*�	
��� ����

A = B∗B,

��� B . �
����������� ��	
��� � ������� ������������ �	�������� �����	�� ������


	����� ��
�����������

� �	��� �����

(B∗Bx,x) = (B∗(Bx),x) = (Bx, Bx) > 0

��) ���& x �= 0 �

��!��
��

%� #���
��% �	
���% 
	�%�	*
�) �
���	

-���
�
� 8	� �	� ��) ��!��

�
��

%& �	
��� A = Ā � 
� ��������
�� �����
�������� �	
���% ������9�
�) � ����

AT = A.

;	��
��� �
� 
���"���
	) #���
��	 �	
���	 )��)�
�) ��	"�
	��
�� �	
������ ��#
���


�����	 ?�7�� � �����
��� ?�7�� ��) #���
���"� ����	) �����
 ���

$��
��� &�%��� ����� "
��	��� ��	
��� A �
���
����	�� � ������������ ��	
��� ��


�
���	��� ��������� ����� �� �������� ������� "�����	�
��� ���	�
��� ��	
�� Rij(ϕ,ψ) )

3����	�
� &�%��� ����� "
��	��� ��	
��� ��	� �
���������� ���	�
��� ��	
��� ��

������������ ��	
����

��"�� 
	�(� ��
)
�� �
� ���
� 
���"���
	) #���
��	 �	
���	 )��)�
�) 
��&��	"�
	��
��

�	
������ 6�) #
�"� ����	) 
�����	 ?�:�2 � �����
��� ?�:�2 �����
 �����

$��
��� &�%�"� ����� "
��	��� ��	
��� A �
�����	�� � "
��	���� 	
�����������


��� ��	
��� � ����&�� �������� ������� �������� �
���
�������� � ��	
����� Rij(ϕ,ψ) �

3����	�
� &�#�%� ����� "
��	��� ��	
��� ���	�
�� ������� 	
�������������� "
��

	���� ��	
����

� ��
��	& �%�����
�� �	(
�* ���� �"�	�
 �����*!	)
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� � & # . ��
� � �
�/ %�� ����� ��	
��� ��&��	���	 ���	�
��� ��

	
��� U 	����� �	� ��	
���

B = U∗AU

�����	�� �
���� 	
��������� ��	
�����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� /� 
�����% ����2 ������
� �
� �	(�	) �	
���	 ����
 &�
)

$% ���
 ��$�
��

%� ���
��� ���
� u1 � ��$�
��

%� ���
�� �	
���% A � ���
��
�
��*�

!�� ��$�
��

��� �
	��
�* λ1 � ���
���� �
�
	�
�* �	
���� U1 � ����%� �
��$�� ��
����

���������
	��
 u1 � 8�"�	 �	
���	

B1 = U∗
1AU1

$���
 ���
� �����*!�� ���,

B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝
λ1 b

(1)
12 . . . b

(1)
1n

0 b
(1)
22 . . . b

(1)
2n

· · . . . ·
0 b

(1)
n2 . . . b

(1)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

8	� �	� u1 � ��$�
��

%� ���
�� �	
���% A � 
� ����%� �
��$�� �	
���% AU1 $���
 ����

�	�	
� � ���
���� λ1u1 � �� ���
���
�* �	
���% U1 ��	�)�
�� ���������
�� ���
��	 u1 
	

�����* ���
����
���� �	
���% U∗
1 �	�
� ���
���� 	 
	 ��
	��
%� � 
��*� �
� � ���
���(�	�


��� �	
���% B1 �

�����
)) 
� (� �	���(��
�) � �	
����⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0
0 b

(1)
22 . . . b

(1)
2n

· · . . . ·
0 b

(1)
n2 . . . b

(1)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�������

B2 = U∗
2B1U2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λ1 b
(2)
12 b

(2)
13 . . . b

(2)
1n

0 λ2 b
(2)
23 . . . b

(2)
2n

0 0 b
(2)
33 . . . b

(2)
3n

· · · . . . ·
0 0 b

(2)
n3 . . . b

(2)
nn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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��	
��� �
� ���������
�� �
�
	�
%&

�	
��� ��
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�
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�� � ) 
 �
 
� �� 
 �� �� �� ��( ���� � � � �

)��� 0

	�


 
�����
���	
� 2����
� 8����
��

���
� A = (aij) � ���������
	) ��	��	

	) �	
���	 ���)��	 n � ��������
%�� #����
�


	��� 6����
��� �
� #
	 �	
���	 �%��(��
	� 
��� |A| = 0 � 8�"�	 �
��$�% �	
���% ��
��
�

�	�����%� 
��� ��!��
��*
 ����	 x1, x2, . . . , xn � 
� �	�
%� 
��* ��
������

� 
	���� �
�

��
��
	) ���$�
	��) #
�& ���
���� �	�
	 
��*,⎛
⎜⎜⎝
a11

a21

. . .
an1

⎞
⎟⎟⎠x1 +

⎛
⎜⎜⎝
a12

a22

. . .
an2

⎞
⎟⎟⎠x2 + . . . +

⎛
⎜⎜⎝
a1n

a2n

. . .
ann

⎞
⎟⎟⎠xn = 0,


���
n∑
j=1

aijxj = 0, i = 1, n.

���
� k ∈ {1, 2, . . . , n} 
	����� �
� |xk| = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} � 8	� �	� 
� ��� xi = 0 � 
�

|xk| > 0 � 6�) �%$�	

�"� k � � �	�

��
��

n∑
j=1

akjxj = 0.

=� 
�"�	

|akk||xk| =
∣∣∣ − ∑

j �=k
akjxj

∣∣∣ ≤ ∑
j �=k

|akj||xj | ≤ |xk|
∑
j �=k

|akj |.

0���	!	) 
	 |xk| � �����	��

|akk| ≤
∑
j �=k

|akj|. (6.1.1)

��#
���� ���� �%���
)*
�) �����
� 8����
�

Hi ≡ |aii| −
∑
j �=i

|aij | > 0 i = 1, n, (6.1.2)


� 
��	��
�
��  B����' 
������(
� �� ������	
���
�� �	
���	 A )��)�
�) 
�����
���  
��%�

��(��

��'� 
��� |A| �= 0 �

8	��� �$�	���� ���	������	

$��
��� )���� .	��
��� 8����
�/� -��� ��� ����
�	��� ��	
��� n 
�� ��
���� ��

������	�� n ��
�����	� #<)+),$� 	� ��	
��� A �����	�� ����
���������

F������ Hi > 0 ��
	�	�
� �
� ������ ��	"�
	��
�"� #����

	 aii �
��"� $���9� ����%

������� ���& ��
	��
%& #����

�� i �� �
����� 8	��� #����

 
	�%�	�
�) ���
�

�69
�

��) ����� �
����� F������ A�	�	�	 
��$��
� �
�$% ��� ��	"�
	��
%� #����

% �	
���% A
$%�� ����
���*!��� ��) ����& �
����

$��
��� )���"� -��� ��������	�� ������� =����
� #<)+),$� 	� ��� ������ ��
�����	���

A ��
�������� ������&�� ������ �����,

mod|A| ≥ H1H2 . . . Hn > 0. (6.1.3)
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6 � 	 � 	 � � � � ��� � � � 	 �� �* 	 � �� (fij) � ��

fij =
aij
Hi
, i, j = 1, n,

��) ��
����

|fii| −
∑
j �=i

|fij| =
1
Hi

(aij −
∑
j �=i

|aij |) = 1, i = 1, n. (6.1.4)

���
� λ0 � ��$�
��

�� �
	��
�� #
�� �	
���%� ��
����� ���
��
�
���
 ��$�
��

%� ���
��

x = (x1, x2, . . . , xn)T � ���
� k 
	����� �
� |xk| = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} � ������ |xk| > 0 �
8�"�	

Fx = λ0x.

����	�
��	) k �* ������
	
�� �������

λ0xk =
∑
j

fkjxj .

/� #
�"� �	��
�
�	 � ���
�� ���

�9�
��  B���:' �����	��

|λ0||xk| =
∣∣∣fkkxk +

∑
j �=k

fkjxj

∣∣∣ ≥ |fkkxk| −
∣∣∣∑
j �=k

fkjxj

∣∣∣ ≥ |fkkxk| −
∑
j �=k

|fkj||xj | ≥

≥ |xk|
(
|fkk| −

∑
j �=k

|fkj|
)

= |xk|.

0���	!	) 
	 |xk| � 
	����

|λ0| ≥ 1.

=� ��������
��� |F | �	��
 ���������
�* ��$�
��

%& �
	��
�� �	
���% F � 5	(��� �� 
�&

�� �����* $���9� ��� �	�
� ���
��%� ��#
��� �

mod|F | ≥ 1. (6.1.5)

0 ���"�� �
���
%�

|F | =
|A|

H1H2 . . . Hn
. (6.1.6)

����
	��))  B���B' � 
��	��
�
��  B���?'� ������� ������� 
��	��
�
��  B���7'�

4
��
��� �
� ��) ��	��	 �	
���� ������
���)*!�& ������)� A�	�	�	 � �	�	

%�� �
	�

��
�)�� H1,H2, . . . ,Hn � ���
�	  B���7' 
� ����9	��	� ��������� ��� A = (Hiδik) 
��	��
�
��

 B���7' �����	!	�
�) � �	��
�
���

4�������� <)+)+� 8	� �	� |A| = |AT | � 
� �	��
)) �	
���� A 
�	
���
����	

�� �	
�����

AT � �����	�� ���
	
��
%� ������) 
��%��(��

��
� �	
���% A � ���� ������� A�	�	�	

��) �
��$���

Gi ≡ |aii| −
∑
j �=i

|aji| > 0, i = 1, n. (6.1.7)

��� �%���
�
�� #
�& ������� ����
�  B���7' ������
�) ���
�	

mod|A| ≥ G1G2 . . . Gn. (6.1.8)

���
� C � ���������
	) 
��%��(��

	) ��	��	

	) �	
���	 n �"� ���)��	� 8�"�	 �	
���%

A � AC ��
������

� )��)*
�) 
��%��(��

%��� ��#
��� � ������)&  B���2'�  B���C'� 	


	�(� � ���
�	&  B���7'�  B���E' ��(
� �	
���� A �	��
�
� 
	 �	
���� AC � �	�����) �	�


���� C � $���� �����	
� �	����
%�  
� #����	��


%� ��(�� ��$��' ���
	
��
%� ������)

B?



� �� �� �� � 	 	 � ��� �� | | � 	 	�� �  B 7'  B E' 	� �� � �

����!�* ���$��	 
	���(	!�� �	
���% C ��(
� ���!��
��
� ���������
�* �����
	
����

�
��$���� 8�"�	 ����
� �������  B���2' ������� ������)

H ′
i ≡ |aiμi | −

∑
j �=μi

|aij | > 0, i = 1, n,

"�� (μ1, μ2, . . . , μn) � ��������	

	)� 
� ���������
	) �����
	
���	 �
������ 1, 2, . . . , n �

/
	�� ���	������	

$��
��� )���#� *�	
��� A = (aij) �����	�� ����
��������� ���� � ������ �� �	
���

����	�� ������
��&�� #�� �����	����� ������������$ "�����	 � "	� n ������
��&��

"�����	�� 
���������� � 
�������� �	�������

A
	��"��
%� ������
	
 ����
 ���
� ��) �
��$����

)�"� �����
��(
� ����	������ ���-��
�� 0
��
 ��
B��

���

���
� A = (aij) � ���������
	) ��	��	

	) �	
���	 n �"� ���)��	 � λ � 
���
���� ��

��$�
��

�� �
	��
��� 8�"�	 |A − λE| = 0 � 
��� A − λE � �%��(��

	) �	
���	� 0�����	�


���
� ��) 
�� 
� ��"�
 �%���
)
��) ��� ������) A�	�	�	� 
��� ���(
� ���
� ���
� &�
) $%

��
� �� 
��	��
�
�

|λ− aii| ≤
∑
j �=i

|aij |, i = 1, n. (6.2.1)

5	(��� �� 
��	��
�
�  B�2��' �������)�
 
���
��%� ���" � ��������
�� λ ��������
� �	����	∑
j �=i

|aij| � ��

��� � 
���� aii � 
	�%�	��%� �
���� ��
B��

��� ��#
��� ���	������	

$��
��� )�"�� .	��
��� ��
B��

��/� /����� ����	������ �������� λ ��	
��� A =
= (aij) ������ 
���������� � ����� �� �
���� #<),)+$�

8	��� �$�	���� �$M���
�
�� ���& ���"�� @��9"���
	  B�2��' �	�
 
���
���* �����	5 ���

���
��(

 ��$�
��

%& �
	��
�� �	
���% A � 
��� �$�	�
�� � ��
���� �	������ ��(	
 ���

��$�
��

%� �
	��
�) �	
���% A � 5	(�%� ���
���� ��"��)�
��
� �������
 � ����� �$�	�
�
���	���	��� ��$�
��

%& �
	��
��� 8	�� 
	������� ��&��) �� ������� A�	�	�	 ��) �
��$����

�% ������� �$�	�
� ���	���	��� � ���� �$M���
�
�) n ���"��

|λ− aii| ≤
∑
j �=i

|aji|, i = 1, n.

������ B�2��� 3	����
��� �����
�������* �	
���� ��
���
�"� ���)��	

A =

⎛
⎜⎜⎝

0 4 1 −1
4 0 −1 1
1 −1 −1 15
−1 1 15 −1

⎞
⎟⎟⎠ .

��������� �	
���	 A � �����
������	)� 
� � 
�� ��� ��$�
��

%� �
	��
�) ����
��
����


%�� ��#
��� ����
� �$�	�
�� ���	���	��� � ��������
�� λ ��������
� ��(
� �	���	
���	
�

�
������ �%���	��%� #
��� �$�	�
)�� 
	 ��!��
��

�� λ ����� G5��"�G @��9"���
	 ���*

���

|λ| ≤ 6 ��) ��� � 2�� �
���;

|λ+ 1| ≤ 17 ��) 7�� � :�� �
���.
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4$�	� �� �� 	 �� �$ �� � � # � ��� � �� � 8 ≤ λ ≤ 6 ; 	 ��

��$�
��

%� �
	��
�) ��(	
 
	 #
�� �
������

���
� Pi =
∑
j �=i

|aij | � ����	 ������� #����

�� i �� �
���� �	
���% A $�� ��	"�
	��
�"�

#����

	� Qj =
∑
j �=i

|aji| � ����	 ������� #����

�� j �"� �
��$�	 �	
���% A $�� ��	"�
	���


�"� #����

	�

/���
 ���
� �����*!�� ������
	
� ��
��%� �% ������ $�� ���	�	
����
�	�

����� )�"�� .������ ��	
�������/� -��� �
� ����	�
�� α ∈ [0, 1] "�����	� ���


�
�	��� ��	
��� A ��� ����� ����������� ����� C ������	��
��	 ��
�����	���

|aii||ajj| > Pαi Q
1−α
j , i, j = 1, n,

	� ��	
��� A ����
�������

4�����
%� �����
���� ����% )��)�
�)

$��
��� )�"�" .	��
��� ��	
�������/� -��� A . ����
�	��� ��	
��� ��� ����� C �

	� ��� �� ����	������ �������� ������	�� � ��>�������� ������ '�	
�������

|λ− aii||λ− ajj| ≤ Pαi Q
1−α
j , i, j = 1, n.

4����� <),)+� 4�������
� �$�	�
� ���	���	��� ��$�
��

%& �
	��
�� �	
���% ������	

B�2�� � ����!�* ���
	
��
�"� ������) 4�
������"�� 0�	�
�
� �$�	�
� ���	���	��� @��9"��

��
	 � 4�
������"�� =	���
� �& ��������
��� )��)*!���)� ������
�� 
	�(� �$�	�
�* ���	���

�	��� ��$�
��

%& �
	��
��� 6�) ��������

��
� ������
� � 
������ 4�
������"� α = 1
2 �

BC




 �� � � @� ��� �� � � ��
� ��

$��
��� ��"��� ����� λ 
��	
��� "��������	�� ����	�
�� � �
�	�� �����	������ ��


���������� λ 
��	
��� #	)�) �
�����	�� � ����&�� ��������� ����� "�����	�
��� �
���



�������� � ������������� ����$�

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6��	�	
����
�� �������� � ����!�* �
������ �� n � "�� n �

���)��� λ ��	
���%�

�� ��� n = 1
A(λ) = (a(λ)).

1��� a(λ) = 0 � 
� A(λ) �(� �	
�
�����	)� 1��� (� a(λ) �= 0 � 
� �	������ �
�"����
 a(λ) 
	

�"� �
	�9�� ��#������

  #
� #����

	�
�� ����$�	���	
��'� ������� �	
�
������* �	
�����

2� ��������(��� �
� �
���(��
�� 
�����% �%���
�
� ��) λ ��	
��� ���)��	 n − 1 �

���	(��� �
� 
�"�	 �
� �%���
)�
�) ��) λ ��	
��� ���)��	 n � 3	����
��� ���������
�*

λ ��	
���� A(λ) ���)��	 n � 1��� �
	 
����	)� 
� �
	 �(� �	
�
�����	) � ��� ���	�	
��

��#
��� ��(
� ���
	
�� �
� � �	
���% A(λ) ���*
�) 
�
����%� #����

%�

�����
	��)) �
���� � �
��$�% A(λ) � ��(
� �������
� ���
 �� �� 
�
����%& #����

��

� ���&
�� ���%� �"��� 0�����	
���
�� ����� λ ��	
���� #����	��


%& A(λ) � ��
� 
	����

� ����� ���&
�� �"�� ��
��%& �
��
 
�
������ �
�"����
� 3	����
��� ��� 
	��� �	
���%�

0���� ���& λ ��	
���� #����	��


%& A(λ) � ���*!�& 
�
������ #����

 � ���&
�� �����

�"��� ��(
� 
	�
� 
	��*� �
� �
�"����
� �
�)!�� � �� ���&
�� ����� �"��� ����
 
	���
��
9�* �����(
�* �
���
�� 6��) �����* �
���� #
�� �	
���% 
	 �
	�9�� ���������

 #
�"�

�
�"����
	� �% ������� �����*!�* λ ��	
����� #����	��


�* λ ��	
���� A(λ) ,

A(λ) =

⎛
⎜⎜⎝
e1(λ) b12(λ) . . . b1n(λ)
b21(λ) b22(λ) . . . b2n(λ)

· · . . . ·
bn1(λ) bn2(λ) . . . bnn(λ)

⎞
⎟⎟⎠ .

� #
�� �	
���� e1(λ) �= 0 � �
	�9�� ��#������

 e1(λ) �	��
 � � ������� ����������� "��


���	�
��� �
���
�������� ������ ��
��	� �	 ���������� ��	
��� � 	���� ��	
���� �

����� ��
���� ���� ��	�
�� �	��� �� ��������� ��������� ����(�� �	������

6��	(��� �
� ��� #����

% ������ �
���� � �����"� �
��$�	 ������

�� �	
���% ���)
�)


	 e1(λ) � ���
�� 
	������� ��) 2 ≤ j ≤ n

b1j(λ) = e1(λ)q(λ) + r(λ), "�� �
���
� r(λ) < �
���
� e1(λ).

�%��
	) �� j �"� �
��$�	 ����%� �
��$��� ��
�(�

%� 
	 q(λ) � 	 �	
�� �����
	��)) ����%�

� j �� �
��$�%� ������ � �	
����� #����	��


�� A(λ) � � ����� ���&
�� �"�� ��
���� �
��


r(λ) � 
��� �
�"����
 ��
�9�� �
���
�� ��� e1(λ) � �
� �����(
� 
����� � ����	�� ��"�	 e1(λ) =
= 0 � .
� � 
��$��	���� ���	�	
�� 6�) �����"� �
��$�	 ���	�	
����
�� 	
	��"��
��

�%��
	) �� j �"� �
��$�	 ����%� �
��$��� ��
�(�

%� 
	 q(λ) � �% �	��
�� #����

 b1j(λ)

����� 6��	) 
	��� ����$�	���	
�) ��) j = 2, n � �% �	��
�� 
��)�� ��� #����

% b1j(λ) �

A
	��"��
%� �$�	��� �	��
)*
�) 
��)�� ��� bi1(λ), i = 2, n � ��#
��� �% ������ � ������

*!�� �	
����� #����	��


�� A(λ) � � ����� ���&
�� �"�� ��
���� �
��
 �
�"����
 e1(λ) � 	

��� ��
	��
%� #����

% ������ �
���� � �����"� �
��$�	 �	�
% 
��*,

A(λ) ∼

⎛
⎜⎜⎝
e1(λ) 0 . . . 0

0 c22(λ) . . . c2n(λ)
· · . . . ·
0 cn2(λ) . . . cnn(λ)

⎞
⎟⎟⎠ . (�1.1)

�� ��������(�
�* �
������� �	
���	 n − 1 "� ���)��	� �
�)!	) � ��	��� 
�(
�� �"��

������
�� �	
���%� #����

	�
%�� ����$�	���	
�)�� �������
�) � �	
�
�������� ����,⎛
⎝c22(λ) . . . c2n(λ)

· . . . ·
cn2(λ) . . . cnn(λ)

⎞
⎠ ∼

⎛
⎝e2(λ) . . . 0

· . . . ·
0 . . . en(λ)

⎞
⎠ .

BE



0� �� 	 # � ���$�	�� 	 	� ��� � � �*! � �� 	 � ��$�	  ' �

#
�� ����	) �
���	 � ����%� �
��$�� 
� ����
)
�) � �% �������� �
�

A(λ) ∼

⎛
⎜⎜⎝
e1(λ) 0 . . . 0

0 e2(λ) . . . 0
· · . . . ·
0 0 . . . en(λ)

⎞
⎟⎟⎠ . (�1.2)

6�) ���	�	
����
�	 
�"�� �
� #
	 �	
���	 �	
�
�����	)� ��
	�
�) ���	�	
�� �
� e2(λ) ����
�)

	 e1(λ) � ��������(�� ���
��
��, ���
�

e2(λ) = e1(λ)q(λ) + r(λ),

"�� r(λ) �= 0 � �
���
� r(λ) < �
���
� e1(λ) � ���$	��)) �� �
����� �
��$�� �	
���%  ���2' ��

����%� �
��$��� ��
�(�

%� 
	 q(λ) � 	 �	
�� �%��
	) �� �
���� �
���� �����*� �% �	��
��
#����

 e2(λ) #����

�� r(λ) � �����
	��)) ����%� ��� �
���� � ����%� ��	 �
��$�	� �%

�������
�� r(λ) � ���&
�� ���%� �"�� �	
���%� ���&���� � ���
�������* � �%$���� e1(λ) �

0�!��
���	
�� �	
�
������� λ ��	
���%� #����	��


�� A(λ) � ���	�	
��

6�) ���	�	
����
�	 �� ���
�
��

��
� �
	�	�	 ���	(�� ����� ��2���

����� ��"��� *��������� dk(λ), 1 ≤ k ≤ n, �� �����	�� �
� ��
������� "�����	�



��� �
���
�������� ��� ��	
���� A(λ) �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � ��

�� 3	����
��� "�����	�
��� �
���
�������� +
�� 	��� #,
�� 	���$� 1��� i �) �
���	 ��
��

(	�
�) 
	 α ∈ P, α �= 0 � 
� ��
��% k �"� ���)��	� ����� ��
��%� i �) �
���	 ���&���
� $���


��
�(	
��) 
	 α � ��
	��
%� ��
��% 
� ����
)
�)� 4�
	�� 
	�$���9�� �$!�� ����
��� �
��
"����
�� 
� ��
)�
�)� ���� �	����
� �� �
�"����
�� ��
�(�
� 
	 α ∈ P � 6�) ��
�(�
�)

�
��$�	 
	 α ∈ P, α �= 0 ���	�	
����
�� 	
	��"��
���

2� 3	����
��� "�����	�
��� �
���
�������� 0
�� 	��� #2
�� 	���$� ���
� � i �� �
����

A(λ) ���$	��)�
�) j �) �
���	� ��
�(�

	) 
	 �
�"����
 ϕ(λ) � 4$��
	��� ����� Ā(λ) ���

���	*!�*�) ��� #
�� �	
����� 	 
	�$���9�� �$!�� ����
��� �� ��
���� k �"� ���)��	 ��

�
	�9�� ��#������

�� � � ����� d̄k(λ) � ��
��%� ����� ��
��%� ���&���
 i �) �
���	� 
�

����
)
�)� =� ��
)*
�) ��
��%� ����� ��
��%� ���&��)
 �	� i �)� 
	� � j �) �
����  �������

��
��� 
� ��
)�
�) ��� ���$	���
�� � �
���� ���"�� �
����� ��
�(�

�� 
	 �����'� 4�
	�
�)

����	�� ��"�	 i �) �
���	 ���&���
 ����� ��
�� k �"� ���)��	� 	 j �) 
� ���&���
� �������

�*$�� 
	��� ��
�� � �$��
	��� �"� ����� M � 4�����
��

M̄ = M + ϕ(λ)M ′,

"�� M ′ � ��
�� A(λ) � �����	*!���) �� M �	��
�� #����

�� i �� �
���� A(λ) ���
��
�

�
��*!��� #����

	�� j �� �
����� 8	� �	� M � M̄ � ��
��% k �"� ���)��	 A(λ) � 
�

�
� ���)
�) 
	 dk(λ) � ;
	��
� ��� ��
��% k �"� ���)��	 �	
���% Ā(λ) ���)
�) 
	 dk(λ) �
��#
��� d̄k(λ) ����
�) 
	 dk(λ) � =� ��) �	���	
���	���"� #����

	�
�"� ����$�	���	
�) ���

!��
���
 �$�	

�� #����

	�
�� ����$�	���	
�� 
�"� (� 
��	� ������	
���
�� dk(λ) ����
�)


	 d̄k(λ) � 8	� �	� �
	�9�� ��#������

% �
�"����
�� dk(λ), d̄k(λ) �	�
% �� 
� �
� ����	�

�	*
, dk(λ) = d̄k(λ) � 6�) ����$�	���	
�) :�"� 
��	 ���	�	
����
�� 	
	��"��
���

8	��� �$�	���� ���� λ 
��	
����� "��������	��� ��	
��� A(λ) � ���	��	�	���	 ����

� 	�	 �� ����
 ����������� d1(λ), d2(λ), . . . , dn(λ) �

6�) ���	�	
����
�	 
�����% ��2�� ��
	�
�) ���	�	
� ���
�
��

��
� �	
�
������� �	
���%�

���
� ⎛
⎜⎜⎝
e1(λ) 0 . . . 0

0 e2(λ) . . . 0
· · . . . ·
0 0 . . . en(λ)

⎞
⎟⎟⎠ �

B<



�� 	 � 	 � �� 	 � �� # 	�� (λ) �� � � �� dk(λ), k , n
��
�� k �"� ���)��	� �
�)!�� � ����� ���&
�� �"�� ��
�

e1(λ)e2(λ) . . . ek(λ). (�1.3)

������� ��
�� k �"� ���)��	 � �
���	& � 
����	�� i1, i2, . . . , ik � "�� i1 < i2 < . . . < ik � �

�
��$�	& � 
��� (� 
����	��� 4
 �	��
 ei1(λ)ei2(λ) . . . eik(λ) � �
� ����
�) 
	  ���7'� 6���
���

���
�� �� 
�"�� �
� 1 ≤ i1 � ������
� �
� ei1(λ) ����
�) 
	 e1(λ) � �� 
�"�� �
� 2 ≤ i2 � ������
�

�
� ei2(λ) ����
�) 
	 e2(λ) � � 
��� 1��� � �	
���� ��)
 ��
�� k �"� ���)��	� ����� ��
��%�

&�
) $% ��) ��
�"� i ���&���
 i �) �
���	� 
� 
� ���&���
 i �� �
��$��� 
� #
�
 ��
�� ������

(�
 
�����* �
���� � ��#
��� �	��
 D� /
	�� ��� ��
��% k �"� ���)��	 ���)
�) 
	  ���7'�

������	
���
��

dk(λ) = e1(λ)e2(λ) . . . ek(λ), k = 1, n (�1.4)

4�
	�
�) ���	�	
�� �
� ���������� ek(λ), k = 1, n � ���������� ��
������	�� ��	
����
A(λ) � ���
� �	
" �	
���% A(λ) �	��
 r � 
�"�	 dr(λ) �= 0, dr+1(λ) = 0 � � ����  ���:' �
�*�	

������
� �
� er+1(λ) = 0 � � ���� �����
� �	
�
������� �	
���% �
�*�	 �%
��	�
� �
� ����

�	
" A(λ) = r < n � 
� er+1(λ) = . . . = en(λ) = 0 � 0 ���"�� �
���
% ��) k ≤ r ��  ���:'

������
� �
�

ek(λ) =
dk(λ)
dk−1(λ)

.

6��	�	
����
�� �	���9�
��

4�
������

� � ���	�	
����
��� �% �������� �����$ 
��������
��

�"� �%�����
�) �
��

"����
�� ek(λ) � 
	�%�	��%& 
���

��	���
 ��� 
	����
 ��	

(� A(λ) �

CD




 �� � � @� ��� �� � � �� � � ��
� � ���� � 
 ( ��

��#�"�

�������� 	��
��� � �����

 ��	

(� *�	
��� A � B � "�����	��� �� ���� P
������� 	���� � 	����� 	����� ����� �� ��
��	�
��	������� ��	
��� A − λE � B − λE
"��������	���

���(��� ��� ���	�%�	
� #
� 
������� ������ ��
)
�� �
������)�
%& �	
��� � ��
	
����

������"	
���
%� ������
	
%�

/� ����%��!�& �
���(��
�� ������
� �
� ���
���� #����	��


��
� λ ��	
��� ��(
�

�����������	
� � �����*!�& ���& ���	&�

%�� λ 
��	
��� "��������	�� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� �
�����	�� � ������ �

	��� �� ������������� �����

%�� λ 
��	
��� "��������	�� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� �������	 �����������

����
���	���� �����	������

�%����� �!� ���
 ���
����� ���*!�� �
�� &	�	�
���

��
������
� �"��� λ ��	
���	 U(λ) 
	�%�	�
�) ��
������
���� ���� �� �	
�
����

���� �	
����� )��)�
�) ���
��
	) �	
���	� 
��� ���� ��� �� �
�	��	


%� �
�(�
��� �	�
%

���
����

����� �"��� λ 
��	
��� U(λ) ���������
�� 	���� � 	����� 	����� ����� �� ��
�����

	��� |U(λ)| �	����� �	 ���� � �� ������	 �	 λ �

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 1��� U(λ) �
������)�
	� 
��� U(λ) ∼ E � 
� #
�� �	
���	�

���
��
�
���
 ���
 � 
�
 (� dn(λ) � =� ��) ���
��
�� �	
���% dn(λ) = 1 � �
	��
 dn(λ) = 1
��) U(λ) � =�

dn(λ) =
|U(λ)|

�
	�9�� ��#������

 U(λ)
.

0�����	
���
�� |U(λ)| = [����� �= 0] · dn(λ) = [����� �= 0] �
4$�	

�� ���� |U(λ)| �= 0 
� �	����
 �
 λ � 
� dn(λ) = 1 ��) U(λ) � 
� dn(λ) = e1(λ)e2(λ) . . .

. . . en(λ) � �
���	 ��� ei(λ) = 1 � 
��� �	
�
������� ��) U(λ) $���
 E �

3����	�
� �"���  ����� ����
�������� �������� ��	
��� �����	�� ���������
����

F
������)�
	) �	
���	� 
�� 
� ��
��� ��(�
 ���
� ���(
%� ���� =	������� λ ��	
���	(
λ λ3 + 5

λ2 − λ− 4 λ4 − λ3 − 4λ2 + 5λ− 5

)

�
������)�
	� 
	� �	� �� ��������
��� �	��
 2D�

3����	�
� �"�"� !
���������� ���������
��� ��	
�� �����	�� ���������
��� ��

	
�����

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� ���
� A(λ) � B(λ) �
������)�
%� �� 
������ �2�� �������

��
��� |A(λ)| � |B(λ)| �
���
% �
 D � 
� �	���)
 �
 λ � 8�"�	 ��������
��� |A(λ)B(λ)| =
= |A(λ)||B(λ)| �= 0 � 
� �	����
 �
 λ � �� 
������ �2�� �	
���	 A(λ)B(λ) �
������)�
	�

$��
��� �"��� λ 
��	
��� U(λ) ���������
�� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� ���

��&��	���	 ��
�	��� ��	
���� 	���� �����&���� λ 
��	
�����
6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6����������	�� ���
� U(λ) �
������)�
	� ��� ������
� �$�	
�


�� �	
���% �% ����� 	�"�$�	������� �����
�
�) 
	 ��������
���� 8	� �	� ��������
���

C�



��� � � � � �� � �� � � � ���� 	 # � ��� $��� ��� 	 � � � ��

;
	��
� U−1(λ) � λ ��	
���	�

%��	�	�����	�� ���
� ��!��
���
 U−1(λ) � )��)*!	)�) λ ��	
������ 8�"�	 |U(λ)| �

�
�"����
� 8	� �	�

|U(λ)||U−1(λ)| = 1,


� �$	 �
�"����
	 |U(λ)| � |U−1(λ)| ���*
 �
���
� D� 
��� )��)*
�) ����	��� �
���
%�� �



��)�

3����	�
� �"�#� λ 
��	
���� ��
�	��� � ���������
��� ��	
���� ���� ���������
���

$��
��� �"�" .�

	�

� !��
�����	���	
 λ ���	

(/� %�� λ 
��	
��� A(λ) � B(λ)
��
���� n "��������	�� 	���� � 	����� 	����� ����� ��&��	���	 ���������
��� ��	
���

U(λ) � V (λ) 	��� �� ��
���� n 	����� �	�

B(λ) = U(λ)A(λ)V (λ).

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6����������	�� ���
� A(λ) ∼ B(λ) � 8�"�	 �
 A(λ) ��(
�

�����
� � B(λ) � ����!�* ��
��
�"� ����	 #����

	�
%& ����$�	���	
��� ;	��
)) �	(���
�� 
�& ��
�(�
��� ����	 ��� ���	�	 
	 #����

	�
�* �	
����� �������,

B(λ) = U1(λ) . . . Uk(λ)A(λ)V1(λ) . . . Vl(λ), (�2.1)

"�� ��� �	
���% Vi(λ) � Vj(λ) #����

	�
%� 	� �
	��
� �
������)�
%� 4$��
	��� U(λ) =
= U1(λ) . . . Uk(λ), V (λ) = V1(λ) . . . Vl(λ) � 4
� �
������)�
% �	� ���������
�� �
������

�)�
%& �	
���� /
	�� 
	9���� �
������)�
%� �	
���% U(λ) � V (λ) 
	���� �
� B(λ) =
= U(λ)A(λ)V (λ) � =��$&������
� ���	�	
	�

/� �������

�� �	�
� ���	�	
����
�	 ������


3����	�
� �"�%� λ 
��	
��� ���������
�� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� �
���	�

���� � ���� �
���������� "�����	�
��� ��	
���

6���
��
���
�� ���
� λ ��	
���	 �����
	���	 � ���� ���������
�) #����

	�
%& �	
����

8	� �	� #����

	�
%� �	
���% �
������)�
% � ���������
�� �
������)�
%& �	
��� �
����

���)�
�� 
� λ ��	
���	 �
������)�
	�

4$�	

�� ���� W (λ) � ���������
	) �
������)�
	) �	
���	� 
� W (λ) ∼ E � �� �&���

���	�	
����
�	 
��$&������
� 
�����% �2�2� �����
�

��� ����
� B(λ) � A(λ) � W (λ) �

E � ��  �2��' �������

W (λ) = U1(λ) . . . Uk(λ)V1(λ) . . . Vl(λ),


��� W (λ) �����
	���	 � ���� ���������
�) #����

	�
%& �	
����

%��	�	�����	�� ���
� ��) A(λ) � B(λ) ��!��
��*
 �
������)�
%� �	
���% U(λ) �

V (λ) 
	���� �
� B(λ) = U(λ)A(λ)V (λ) � �� ���	�	

��� U(λ) � V (λ) ��(
� �����
	��
� �

���� ���������
�� #����

	�
%& �	
���

U(λ) = U1(λ) . . . Uk(λ), V (λ) = V1(λ) . . . Vl(λ).

8�"�	

B(λ) = U1(λ) . . . Uk(λ)A(λ)V1(λ) . . . Vl(λ).

8	� �	� �	(��� ��
�(�
�� 
	 #����

	�
�* �	
���� #����	��


� #����

	�
��� ����$�	�

���	
�*� 
� B(λ) �����	�
�) �� A(λ) � ����!�* k + l � 
��� ��
��
�"� ����	 #����

	�
%&

����$�	���	
��� .
� � ��
	�	�
� �
� A(λ) ∼ B(λ) �
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@� ��� �� � � �� � � ��
� � ���� � 
 (

6����������	�� ���
� A � B ����$
%� 
��� ��!��
���
 
��%��(��

	) �	
���	 C 
	�	)�

�
�

B = C−1AC.

8�"�	

C−1(A− λE)C = C−1AC − λ(C−1EC) = B − λE.

=��%��(��

%� ������%� �	
���% C−1 � C )��)*
�) �
������)�
%��� �� ���
���* #��

���	��


��
� λ ��	
���  
������ �2�2' A− λE ∼ B − λE �
%��	�	�����	�� ���
� A − λE ∼ B − λE � 8�"�	 ��!��
��*
 �
������)�
%� �	
���%

U(λ) � V (λ) 
	���� �
�

U(λ)(A − λE)V (λ) = B − λE. (�2.2)

F��
%�	)� �
� ��) �
������)�
%& �	
��� �$�	

%� �	
���% ��!��
��*
 � )��)*
�) λ �

�	
���	��� �������,

U(λ)(A− λE) = (B − λE)V −1(λ), (�2.3)

(A− λE)V (λ) = U−1(λ)(B − λE). (�2.4)

���������� ����� ����
�� U(λ) 
	 B−λE  �
���
� B−λE �	�
	 � � B−λE � ��"��)�
%�

�
�"����
 � �"� �
	�9�� ��#������

 −E ����
 ��������
���� �
���
%� �
 D',

U(λ) = (B − λE)Q1(λ) +R1, (�2.5)

� ��	��� ����
�� V (λ) 
	 (B − λE) ,

V (λ) = Q2(λ)(B − λE) +R2, (�2.6)

"�� �
���
� R1 � R2 ��
�9� �� 
��� R1 � R2 � ���
�)

%��

0 ���
��  �2�2' ��  �2�?'�  �2�B'

R1(A− λE)R2 = (U(λ) − (B − λE)Q1(λ))(A − λE)(V (λ) −Q2(λ)(B − λE)) =

= B − λE − U(λ)(A− λE)Q2(λ)(B − λE) − (B − λE)Q1(λ)(A− λE)V (λ)+

+(B − λE)Q1(λ)(A − λE)Q2(λ)(B − λE).

/�������)  �2�7'�  �2�:'� �������

R1(A− λE)R2 = (B − λE)− (B − λE)V −1(λ)Q2(λ)(B − λE)− (B − λE)Q1(λ)U−1(λ)(B − λE)+

+(B − λE)Q1(λ)(A − λE)Q2(λ)(B − λE) = (B − λE){E − [V −1(λ)Q2(λ) +Q1(λ)U−1(λ)−
−Q1(λ)(A − λE)Q2(λ)](B − λE)}.

=� �%�	(�
�� � ��	��	

%& ���$�	& �	�
� D� 1��� ��������(�
� ���
��
��� 
� ��������� #
�

�%�	(�
�� � λ ��	
���	  ���� U−1(λ), V −1(λ) � λ ��	
���%'� 
� �� �
���
� 
��
���	
���
	�

=� 
�"�	 �
���
� �%�	(�
�) � ��"��
%& ���$�	& $���9� ��� �	�
	 �� �
���	 �
���
� R1(A−
− λE)R2 ≥ 2 � ���
���������

0�����	
���
��
R1(A− λE)R2 = B − λE,

�
���	

R1AR2 = B, R1R2 = E.

/� �
���"� �	��
�
�	 ������
� �
� ������	) �	
���	 R2 
��%��(��
	� ������ R−1
2 = R1 �

������ �	��
�
�� 
�"�	 �����
 ���

B = R−1
2 AR2,
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� ���$ 	 6� 	�	 �� � � �� � � ���� � ���$ 	 � � �	 �� � �

4�
������

� �% 
	������� 
	&���
� 
� 
��%��(��

�* �	
���� R2 � ��
���* �����$��

�
	��� R � ��
��	) 
�	
���������
 �	
���� A � �	
���� B � /��

�� ���� A−λE ∼ B−λE �


� A− λE ��
��
%� ������ #����

	�
%& ����$�	���	
�� ��������
�) � B − λE � H���� 
�

�� #
�& ����$�	���	
��� ��
��%� �

��)
�) � �
��$�	�� � ���������
�� ���
��
�
��*!�& #���

��

	�
%& �	
���� ��)
%& � 
�� (� ���)���� �$��
	��� ����� V (λE) � 6���� V (λE) ���	�	


	 B − λE � 4�
	
�� �
 #
�"� ����
�) � $���
 �	
����� R �

F�	�	

�� ����
�� ��(
� 
� �%���
)
�� 	 ����������	
��) �����*!�� �������

����� ��#�"� !��	�

V (λ) = V0λ
s + V1λ

s−1 + . . .+ Vs−1λ+ Vs, V0 �= 0. (�2.7)

-���

V (λ) = Q(λ)(λE −B) +R, (�2.8)

	�
R = V0B

s + V1B
s−1 + . . .+ Vs−1B + Vs. (�2.9)

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� �����
��� �
� �	
�� �% �$��
	�	�� R = R2 � Q(λ) = Q2(λ) �

6��	�	
����
�� ���
��
 � ��������	
���
�� �������� ���	��������
� �	��
�
�	  �2�E'� ����

�
�"����
 V (λ) $���
 �	��
�
 �"� �	����*  �2�C'� ����
� R = R2 $���
 ����
	���
�  �2�<'�

	 � �	���
�� Q(λ) = Q2(λ) $���
 ��)
 �
�"����


Q(λ) = Q2(λ) = λs−1V0+λs−2(BV0+V1)+λs−3(B2V0+BV1+V2)+. . .+(Bs−1V0+Bs−2V1+. . .+Vs−1).

�����	"	�
�) ������	
� #
� �	���
�)
���
��

C:




 �� � � # @� ��� �� � � � �
 �� C ���69 � �
�� � �

��
���5��� '�
��C 
 ���������
� ����

	�� �

�����
� ��	

(� �  �
�������

��
���5��� '�
���

0
	�	�	 ��
	
���� �����*!�� ������
	
�

����� �#��� -��� ���������� ϕ1(λ), ϕ2(λ), . . . ϕt(λ) ����
�� ������� �
��	�� 	�

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ϕ1(λ)
ϕ2(λ)

·
·

·
ϕt(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
·

1
t∏
i=1

ϕi(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� 6��
	
��
� �	����
��
� ����	� t = 2 + �$!�� ����	� �����	�
�)

�� 
�"� ������
�� �
������� �� t � 8	� �	� �
�"����
% ϕ1(λ) � ϕ2(λ) ��	��
� ����
%� 
�

��!��
��*
 �
�"����
% u1(λ) � u2(λ) 
	���� �
�

ϕ1(λ)u1(λ) + ϕ2(λ)u2(λ) = 1.

��#
���(
ϕ1(λ) 0

0 ϕ2(λ)

)
∼

(
ϕ1(λ) ϕ1(λ)u1(λ)

0 ϕ2(λ)

)
∼

(
ϕ1(λ) ϕ1(λ)u1(λ) + ϕ2(λ)u2(λ)

0 ϕ2(λ)

)
∼

∼
(
ϕ1(λ) 1

0 ϕ2(λ)

)
∼

(
1 ϕ1(λ)

ϕ2(λ) 0

)
∼

(
1 ϕ1(λ)
0 −ϕ1(λ)ϕ2(λ)

)
∼

∼
(

1 0
0 −ϕ1(λ)ϕ2(λ)

)
∼

(
1 0
0 ϕ1(λ)ϕ2(λ)

)
.

3	����
��� (���	
��� �	
����

J =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

J1

J2

·
·

·
Js

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

1� &	�	�
����
�����	) �	
���	 ����
 ���

J − λE =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

J1 − λE1

J2 − λE2

·
·

·
Js − λEs

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (�3.1)

"�� Ei � ���
��
	) �	
���	 
�"� (� ���)��	� �
� � ���
�	 Ji �
���
� (���	
��% ���
�� Ji �

��)
�) � �����*!�� 
�������� ����	�, λ1, λ2, . . . , λt (t ≤

≤ s) � � ����� λi �

���
�) qi (���	
��%& ���
��  qi ≥ 1 ' � ���
� ���)��� #
�& ���
���

�	�����(�

%� � 
�����	�
	*!�� ���)���� $���


ki1 ≥ ki2 ≥ . . . ≥ kiqi. (�3.2)
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� � #�� � 	� � ���$�	�� 	 � �� 	 � ��$�	  7 '� � �� � �� �� �

��� ���
�� Ji − λEi � �% 
� �	
��
�� ���"�& ��	"�
	��
%& ���
��� 0�����	
���
�� �  �7��'

��(
� ��� ����!� #����

	�
%& ����$�	���	
�� �	��
�
� �	(��* ���
�� Ji−λEi, i = 1, s �

���
��
�
��*!�� ���
��� ���	  ��:�:'� 
��� ���	

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

·
·

·
1

(λ− λi)k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

/
	�� J−λE "��������	�� ������������ ��	
���� �� ��������� ��	�
�� �	��	� ������

����	�
��� ����� ������� 	���� ������&�� ����������� ���	��	�	���&�� ���� ��
����


��� ���	��� ��	
��� J ,

(λ− λ1)k11 , (λ− λ1)k12 , . . . , (λ− λ1)k1q1 ,

(λ− λ1)k21 , (λ− λ2)k22 , . . . , (λ− λ2)k2q2 , (�3.3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(λ− λt)kt1, (λ− λt)kt2, . . . , (λ− λt)ktqt .

���
	� 
	 ��
��%& �
�)
 �
�"����
%  �7�7'� 
� ��	�%�	*
�)� 
	� �	� � �	(��� ��	"�
	��
��

λ ��	
���� ��	"�
	��
%� #����

% ��(
� ���������
� �����
	��)
� ��� ����!� �����
	
����

�
��� � ��
����

%& �
��$����

���
� q = max {q1, q2, . . . , qt} � 4$��
	��� ����� en−j+1(λ) ���������
�� �
�"����
���

�
�)!�& � j �� �
��$�� 
	$���%  �7�7'

en−j+1(λ) =
t∏
i=1

(λ− λi)kij , j = 1, q. (�3.4)

1��� ��) 
���
���"� i ��	(�
�) qi < j � 
� � j �� �
��$�� ���*
�) ���
%� ���
	� 8�"�	 ���
��
�

�
��*!�� ���
%� ���
	� �
�(�
��� �  �7�:' ���
	�� �	�
%�� ���
���� 8	� �	� λ1, λ2, . . . , λt
�	����
%� 
� �
���
� ��
��
%& ������
��� �
�)!�� � j �� �
��$�� 
	$���%  �7�7'� ���	�
�

��	��
� ����
%� =	 ��
��	
�� ����% �7�� �
� ��� ����!� #����

	�
%& ����$�	���	
��

��"�
 $%
� �	��
�
% � �	���	
���	���� ��	"�
	��
�� �	
���� �& ���������
�)�� en−j+1(λ)
� 
���
��%� ������ ���
��� ������	� #
� ��) j = 1, q � �������

J − λE ∼

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
·

·
1

en−q+1(λ)
·

·
·
en−1(λ)

en(λ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (�3.5)

.
� � ������� ������������ ��� ��	
��� J − λE � 6���
��
���
�� �
	�9�� ��#������

%

���& �
�"����
��� �
�)!�& �  �7�?' 
	 "�	�
�� ��	"�
	��� �	�
% ���
��� � �	(�%� �� 
�&

����
�) 
	 ����%��!�� � ����  �7�2'�

CB



��
� � %�� ��
������ ��	
��� ������� 	���� � 	����� 	����� ����� ��� ��

�	��	 �� ����� � 	�� �� ��
������� ���	��� 	)�) �	�����	��� ��	� ����	� ��(� 
��


���������� "	�� ���	�� ����� ������� ����������

6 � � 	 � 	 
 � � � � 
 � �� %��	�	�����	�� ���
� (���	
��% �	
���% J � J ′ �$�	�	*


��
�� � 
�� (� 
	$���� (���	
��%& ���
��� � 
	$����  �7�7' 
� �
�	(	���� �	�����(�
��

(���	
��%& ���
�� ����� "�	�
�� ��	"�
	�� �  �7�7' ���
��
�* �������)���� 
	$���� #
�&

���
��� ;
	��
� J � J ′ ���
��
�
���
 ��
	 � 
	 (� 
	$���	 �
�"����
��  �7�7'� 	 ��
��� ��
�

� 
� (� �
�"����
%  �7�:'� ��#
��� &	�	�
����
������� �	
���% J−λE � J ′−λE �$�	�	*


���
	���%�� �
�	��	


%�� �
�(�
��)��� 
��� #����	��


%� ;
	��
� J � J ′ ����$
%�
6����������	�� ���
� J � J ′ ����$
%� 8�"�	 J − λE � J ′ − λE �$�	�	*
 ��
��� �


��� (� �
�	��	


%�� �
�(�
��)��� ���
� �
�"����
%  �7�:' ��) j = 1, q $���
 
��� ��

�
�	��	


%& �
�(�
����� ��
��%� �
���
% �
 �� �� �
�"����
	�  �7�:' ��
��
	�
� ����

�
	
	����	�
�) 
	$���	 �
�"����
��  �7�7'  �
	 ���
��
 �� ���& 
�& �	����	��
%& �
���
��

��
��
%& �
�(�
����� 
	 ��
��%� �	��	"	*
�) �
�"����
%  �7�:''� =	��
��� �� 
	$����

 �7�7' ����
	
	����	*
�) (���	
��% ���
�� ��&��
%& (���	
��%& �	
���, �	(���� �
�"��

���
� (λ−λi)kij �� 
	$���%  �7�7' ���
��
�
���
 (���	
��	 ���
�	 ���)��	 kij � �

��)!	)�)

� ����� λi � .
�� ���	�	
�� �
� �	
���% J � J ′ ���
�)
 �� ��
�& � 
�& (� (���	
��%& ����


�� � �
���	*
�)� $%
� ��(�
� 
����� �& �	�����(�
����

3����	�
� ��%��� 1�
������ ��	
���� �������� ������������ ��	
���� ���� �����

������) %�� ������������ ��	
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|A− λE| = (−1)nen−q+1(λ) . . . en−1(λ)en(λ).
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en−j+1(λ) =
t∏
i=1

(λ− λi)kij (j = 1, q) (�3.7)
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(λ− λ1)k1j (λ− λ2)k2j . . . (λ− λt)ktj .
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en−j+1(λ) =
t∏
i=1

(λ− λi)kij = (λ− λ1)k1j (λ− λ2)k2j . . . (λ− λt)ktj , j = 1, q.
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(λ− λ1)k11 , (λ− λ1)k12 , . . . , (λ− λ1)k1q1 ,

(λ− λ1)k21 , (λ− λ1)k22 , . . . , (λ− λ1)k2q2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(λ− λ1)kt1, (λ− λ1)kt2, . . . , (λ− λ1)ktqt .
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